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3Vorlesung Approximationstheorie I aus dem Wintersemester 1995/96 von Prof. Stenserstellt.1 Einleitung1.1 Imperative vs. deklarative Programmierspra
hen1.1.1 Imperative Programmierspra
henImperative Programmierspra
hen: Fortran, Pas
al, Modula 2, Ada, C, ...Wertzuweisungen x := y � x bezei
hnen eine lokale Spei
hertransformation.Ausf�uhrung eines Programmes: Folge lokaler Spei
hertransformationenPrinzip des von-Neumann-Re
hners, "von Neumann-Spra
hen\Software-Krise (70er Jahre) f�uhrte zur strukturierten Programmierung (Pas
al), mo-dularen Programmierung (Modula 2) und objektorientierten Programmierung (Obe-ron, N. Wirth).J. Ba
kus 1977: Entwi
klung der Funktionalen Programmierung (FP). ("von Neu-manns
her Flas
henhals der imperativen Programmierspra
hen\)1.1.2 Deklarative Programmierspra
henDeklarative Programmierspra
hen:{ logis
he Programmierspra
hen (Prolog, G�odel){ funktionale Programmierspra
hen (LISP/S
heme, ML, Miranda, Haskell/Gofer){ logis
h-funktionale Programmierspra
hen (Babel)problemorientierte, re
hnerunabh�angige De�nition von Funktionen und Relationen,also deterministis
hen und ni
ht-deterministis
hen Beziehungen von Objekten.Merkmale funktionaler Programmierspra
hen{ Funktionen als Elemente funktionaler Programme{ keine imperativen Variablen =) keine Seitene�ekte{ De�nition von Funktionen: Applikation, Abstraktion, Rekursion{ Funktionen h�oherer Ordnung, partielle Applikationen, Currying{ Listen; algebrais
he, polymorphe Datentypen{ Pattern Mat
hing{ Bere
hnung dur
h Termreduktion; verz�ogerte Auswertung{ Referential Transparen
y: Werte von Teilausdr�u
ken unabh�angig von Bere
hnungs-reihenfolge; M�ogli
hkeit der parallelen Auswertung{ Automatis
he Spei
herverwaltungVorteile funktionaler Programmierspra
hen{ problembezogen, ni
ht mas
hinenorientiert{ k�urzere, modulare Programme{ Vorteile bei Spezi�kation von Software, Rapid Prototyping{ keine Seitene�ekte, Referential Transparen
y, parallele Auswertung



4 1 EINLEITUNG{ klare mathematis
he Basis, Veri�zierbarkeit, Si
herheit1.2 Beispiele und Grundkonzepte funktionaler Programme(in Gofer)1.2.1 Erste Beispielefa
t (n) = if n=0 then 1 else n*fa
t (n-1)Bausteine: Konstanten: 0,1Variablen: nGrundfunktionen: �; �;=Verzweigung: if ... then ... else ...Komposition: Ausdr�u
ke, Terme: n � fa
t(n� 1)rekursive Funktionsglei
hungBere
hnungen erfolgen dur
h Termersetzung bzw. Reduktion (siehe Kapitel 3)Andere Notation mit Pattern Mat
hing:fa
t (0) = 1fa
t (n+1) = (n+1) * fa
t(n)In Gofer:fa
tpm 0 = 1fa
tpm (n+1) = (n+1)*(fa
tpm n)Algebrais
her Datentyp Nat:data Nat = 0 | S NatElemente von Nat: 0; S0; SS0; :::; Sn0 � nErzeugung von Nat mit Konstruktoren 0, S.Explizite Verzweigung mit Selektorfunktionen (z.B. (-1)) und Testfunktionen (z.B.(=0) ). Pattern Mat
hing eignet si
h mehr f�ur das Programmieren, Verzweigung istbesser f�ur die Implementierung.1.2.2 Listen als algebrais
her Datentypdata ListN = Nil | Cons Nat ListNde�niert Listen �uber nat�urli
hen Zahlen. Konstruktoren sind Nil und Cons. F�ur Conswird au
h die In�x-S
hreibweise Nat:list statt Cons Nat list benutzt. Au�erdem



1.3 Funktionen h�oherer Ordnung 5s
hreiben wir au
h [℄ statt Nil und z.B. [2,3,4℄ statt 2:3:4:[℄.1.2.3 Pattern Mat
hing auf Listenlengthpm [℄ = 0lengthpm (h:t) = 1 + (lengthpm t)bzw. mit Verzweigung:lengthb l = if (null l) then 0 else 1 + (lengthb (tail l))mit Testfunktion null und Selektorfunktionen head, tail1.2.4 Polymorphe Datentypenlist (�) = [℄ | �:list(�)Gofer: data List a = ..., [a℄ = List aBeispiel: List Bool, List (List Int)Polymorphe Length-Funktion: length :: List a ! Int1.2.5 Bin�are B�aumedata Tree a = Leaf a | Node a (Tree a) (Tree a)Element: Node 5 (Node 4 (Leaf 3) (Leaf 1)) (Node 2 (Leaf 1) (Leaf 6))Zahl der Bl�atter:num-leafs (Leaf a) = 1num-leafs (Node a t1 t2) = (num-leafs t1) + (num-leafs t2)1.3 Funktionen h�oherer Ordnung1.3.1 CurryingVorbereitung: "Currying\ (Haskell P. Curry)(Haskell: Referenzspra
he der FP)Elimination kartesis
her Typen: (A� B)! C dur
h A! (B ! C) ersetzen; dabeiimmer re
htsklammern.Allgemein: f : An ! B au�assen als f : A! A! :::! A! B.Vorteil: partielle Applikation: (fa1a2) et
.



6 1 EINLEITUNG1.3.2 Funktionen, deren Argumente oder Werte selber Funktionen sindsumi :: [Int℄ ! Intsumi [℄ = 0sumi (h:t) = h + (sumi t)prodi :: [Int℄ ! Intprodi [℄ = 1prodi (h:t) = h * (prodi t)Dies sind �ahnli
he De�nitionen. Sie enthalten ein gemeinsames De�nitionsmuster.Dies werden wir dur
h funktionale Abstraktion gewinnen, indem wir von (0,+) bzw.(1,*) abstrahieren:Faltung fold:fold :: (a! a! a)! a! ([a℄! a)fold f 
 [℄ = 
fold f 
 (h:t) = h 'f' fold f 
 tz.B. sumi = fold (+) 0, prodi = fold (*) 1, anytrue = fold (or) False,alltrue = fold (and) TrueFunktionale Abstraktion ist ein m�a
htiges Konzept zur Modularisierung von Pro-grammen.Die Mehrfa
hauswertung von Teilausdr�u
ken kann dur
h lokale De�nitionen mittelswhere-Abstraktionen vermieden werden: Statt f x = (... Ausdru
k in x ...) *(... Ausdru
k in x ...) k�urzer: f x = y*y where y = (... Ausdru
k in x ...)1.4 Der Qui
ksort-AlgorithmusKonkatenation von Listen:append [℄ l = lappend (h:t) l = h : (append t l)In�xnotation: l++l' = append l l' (in Gofer)Heraus�ltern einer Teilliste:filter p [℄ = [℄filter p (h:t) = if (p h) then h:filter p t else filter p tTyp: filter :: (a ! Bool) ! [a℄ ! [a℄Beispiel: even n = if (n `mod` 2) == 0 then True else Falsefilter even [1,2,3,4,5℄ gibt [2,4℄.Qui
ksort:qs [℄ = [℄qs (h:t) = qs (filter (<h) t) ++ [h℄ ++ qs (filter (>=h) t)



1.5 Unendli
he Datenstrukturen 7Partielle Applikation: <h :: Int ! Bool1.5 Unendli
he Datenstrukturenlist 1 = 1 : list 1de�niert die unendli
he Liste [1,1,1,1,1, ... ℄.from n = n : from (n+1)de�niert [n,n+1,n+2, ...℄.Anwendung: Primzahltest (Sieb des Erastosthenes):filter' p [℄ = [℄filter' p (h:t) = if (p h) then filter' p t else h : filter' p tis-multiple :: Int ! Int ! Boolis-multiple n m = (m `mod` n) == 0sieve :: [Int℄ ! [Int℄sieve (h:t) = h : sieve (filter'(is-multiple h) t)member :: Int ! [Int℄ ! Boolmember n [℄ = Falsemember n (h:t) = (n==h) || (if h>n then False else member n t)is-prime :: Int ! Boolis-prime n = member n (sieve (from 2) )erledigt den Primzahltest.(lazy evaluation: member dur
hsu
ht die Liste nur so weit, wie n�otig. Call by need)
2 Terme und ihre Bere
hnungTerme (Ausdr�u
ke, "expressions\ ) bilden ein Grundkonzept der funktionalen Pro-grammierung. Sie werden aus Konstanten und Variablen dur
h Applikation vonGrundfunktionen oder Benutzerfunktionen (d. h. benutzerde�nierten Funktionen)erzeugt.Hier: Terme erster Ordnung, no
h keine Funktionen h�oherer Ordnung.Anwendungen:� De�nition von Benutzerfunktionen:F (x) = (3x� 7) � (4x� 1)� Programmaufruf / Eingabe(3 + F (12)) � F (3)



8 2 TERME UND IHRE BERECHNUNG� Algebrais
he Datentypen als KonstruktortermeCONS (3, CONS (2, CONS (1,NIL )))1 : 2 : 3 : [℄[1; 2; 3℄Fragen:� Syntax: Was haben folgende Ausdr�u
ke gemeinsam?(x-2)*(y-2)- x 2 - y 2x 2 - y 2 - *Die algebrais
he Syntax ist darstellungsunabh�angig; abstrakte Syntax vs. kon-krete Syntax. (wi
htig im Compilerbau)� Semantik: sequentielle und parallele Bere
hnungen. Algebrais
he Semantik, be-re
hnungsunabh�angig� Implementierung: Kellerte
hnik, Sta
k
ode2.1 Algebrais
he GrundlagenZiel: algebrais
he Syntax und Semantik von Termen, algebrais
he Datentypen (sp�ater).Grundlage f�ur Bere
hnungen:� Sorten als Bezei
hnungen von Basismengen� Operationssymbole als Bezei
hnungen von BasisoperationenAlgebrais
h: Signatur (Syntax), Algebra (Semantik)Sortierte MengenSei S eine ni
ht-leere Menge von Sorten. Wenn A eine Menge ist und � : A ! S,dann hei�t A S-sortiert (dur
h �). F�ur s 2 S bezei
hnet As := ��1(s) alle Elementevon A der Sorte s. Elemente a 2 As (mit �(a) = s) bezei
hnet man au
h dur
h as.Seien A und B S-sortierte Mengen und f : A ! B. Dann hei�t f sortentreu, fallsf(As) � f(Bs).Generalvoraussetzung: Im folgenden werden Abbildungen zwis
hen sortierten Men-gen stets als sortentreu vorausgesetzt.De�nition (Signatur)Sei S eine ni
ht-leere Menge von Sorten und 
 eine S� � S-sortierte Menge vonOperationssymbolen. Dann hei�t � = hS;
i eine Signatur. Wenn f 2 
(w;s), dannhei�t� s1:::sn die Folge der Argumentsorten,



2.1 Algebrais
he Grundlagen 9� s die Zielsorte,� (w; s) der Typ von f .Spezialfall: Wenn n = 0, also w = ", so hei�t f (";s) Konstantensymbol vom Typ s.Signaturen mit jSj = 1 hei�en einsortig oder homogen, sonst mehrsortig oder hete-rogen. Man s
hreibt dann (n) statt (sn; s) und nennt n die Stelligkeit.Beispiel: Signatur(** Folie 2.1 **)In algebrais
he Spezi�kationsspra
he: Aufs
hl�usseln na
h Zielsorten, also z.B.ops bool = (true, false, empty(sta
k))(In Klammern stehen die Argumentsorten.)Betra
hte diese Notation als CFG. (kontextfreie Grammatik) (; rewriting systems,software engineering).Graphis
he Darstellung der sta
k-Signatur(** Folie 2.2 **)De�nition (Operation)Sei � = hS;
i eine Signatur, A = Ss2S As eine S-sortierte Menge. Dann bezei
hneA" := f;g; As1:::sn := As1 � :::� Asn; s1; :::; sn 2 SOps(w;s)(A) := ff j f : Aw ! Asg; Ops(A) := [fOps(w;s) j (w; s) 2 S� � S g.f : Aw ! As hei�t Operation auf A vom Typ(w; s). . Falls w = ", so hei�t f eineKonstante vom Typ s.Da A" = f;g, wird Ops(";s)(A) au
h mit As identi�ziert: statt f() s
hreibt man au
hf .De�nition (�-Algebra)Sei � = hS;
i eine Signatur, A eine S-sortierte Menge und � : 
! Ops(A) (� sor-tentreu). Dann hei�t A = hA;�i eine �-Algebra. Wir s
hreiben au
h fA statt �(f).Beispiel: Algebra(** Folie 2.3 **)De�nition (Homomorphismus)Seien � = hS;
i eine Signatur und A = hA;�i;A0 = hA0; �0i �-Algebren. Dann hei�teine Abbildung h : A! A0 ein Homomorphismus, falls f�ur alle (w; s) 2 S� � S; f 2
(w;s) und a = (a1; :::; an) 2 Aw;w = (s1; :::; sn) gilt:h(fA(a1; :::; an)) = fA0(h(a1); :::; h(an)):De�nition (�-Termalgebra)Sei � = hS;
i eine Signatur und X = Ss2S Xs eine S-sortierte Menge von Variablen.



10 2 TERME UND IHRE BERECHNUNGDie �-Termalgebra (syntaktis
he Algebra) �uberX, T�(X) = hT�(X);�T i ist de�niertdur
h (i) und (ii):(i) T�(X) = SfT�(X)s j s 2 Sg ist induktiv bestimmt dur
h� Xs [ 
(";s) � T�(X)s (Variablen und Konstanten vom Typ s)� Wenn f 2 
(s1:::sn;s) und ti 2 T�(X)si, so ist ft1:::tn 2 T�(X)s. (Applikation)(ii) �T ordnet jedem Operationssymbol f 2 
(s1:::sn;s) eine Termoperation zu:�T (f) : T�(X)s1 � :::� T�(X)sn ! T�(X)s : (t1; :::; tn) 7! ft1:::tnSatzDie �-Termalgebra T�(X) ist frei von X erzeugt, d.h.(i) Jedes Element aus T�(X) ist mit endli
h vielen Termoperationen erzeugbar,(ii) Freiheit: Wenn A = hA;�i eine �-Algebra und � : X ! A eine Belegungder Variablen ist, so l�a�t si
h � auf genau eine Weise zu einem Homomorphismusb� : T�(X)! A fortsetzen. (; Reduktionssatz von Dedekind �uber induktiv de�nier-te Abbildungen, 1888)Beweisidee: eindeutige Zerlegbarkeit von Termen in Teilterme (; erm�ogli
ht PatternMat
hing: Aufbau der Terme dur
h Konstruktoren, Zerlegung dur
h Selektoren)SatzFrei von X erzeugte �-Algebren sind isomorph.(Compilerbau: Syntaxanalyse = Strukturerkennung)Beweisidee: Komposition von Homomorphismen ergibt Identit�at. Es folgt: Homo-morphismen sind injektiv und surjektiv, also bijektiv.Beweis: Seien T�(X); T 0�(X) zwei von X frei erzeugte �-Algebren. Die Identit�ati : X ! X hat eindeutige Fortsetzungen f : T�(X) ! T 0�(X) bzw. g : T 0�(X) !T�(X). Nun sind g Æ f; idT�(X) : T�(X) ! T�(X) beides Fortsetzung von i. Wegender Eindeutigkeit folgt g Æ f = id; f Æ g = id. Damit sind f und g bijektiv, alsoIsomorphismen, d.h. die beiden frei erzeugten Algebren sind isomorph.Abstrakte Syntax: Isomorphie frei erzeugter Algebren erlaubt darstellungsun-abh�angige Au�assung syntaktis
her Objekte. Wesentli
h ist die Struktur der Objekte,ni
ht ihre Darstellung. Somit ist ein We
hsel der Darstellung m�ogli
h (; Compiler-bau).FolgerungF�ur die Semantik eines Terms (oder die Code-Generierung) ist nur sein strukturellerAufbau, ni
ht seine Darstellung relevant.Konkrete SyntaxT�(X): klammerfreie Pr�a�xnotation. Alternativ: Post�xnotation, Klammern und



2.2 Reduktionssemantik f�ur Terme 11Kommata, In�xnotation bei bin�aren Operationen, Mix�xnotation (z.B. if ... then... else).Algebrais
he SemantikEindeutige Fortsetzung von Variablenbelegungen; bere
hnungsunabh�angige Seman-tik. t 2 T�(X); � : X ! A;A,� b�(x) = �(x) f�ur x 2 X� b�(ft1:::tn) = fA( b�(t1); ::: b�(tn))(Das genau ist Homomorphie.) b� ist induktiv de�niert.De�nition (algebrais
he, initiale Semantik)(i) F�ur t 2 T�(X), eine Algebra A = hA;�i und eine Belegung � : X ! A hei�tMalg(A;�)[t℄ := b�(t) 2 Adie algebrais
he Semantik von t bzgl. A und �.(ii) Spezialfall: X = ;, Grundterme T� statt T�(;), hA : T� ! A. Dann hei�tMalgA [t℄ := hA(t) die initiale Semantik von t bzgl. A.2.2 Reduktionssemantik f�ur TermeGegeben: � = hS;
i; X = (Xs j s 2 S);A = hA;�i; � : X ! A. F�ur t 2 T�(X) istMalg(A;�)[t℄ induktiv de�niert { unabh�angig von Bere
hnungen.Reduktionssemantik: kon
uentes Termersetzungssystem, ni
ht-deterministis
h; de-terministis
he Auswertungsstrategien: sequentiell / parallel.De�nition (Reduktionsrelation)1. Bere
hnungsterme Comp := T�(A) (A statt X !)2. Reduktionsregeln:fa1:::an ! fA(a1; :::; an) 2 As f�ur f 2 
(s1:::sn;s); ai 2 Asi3. Reduktionsrelation: )� Comp2 ist dur
h Induktion �uber die Termstrukturde�niert:(a) Wenn t! t0 Reduktionsregel, dann t) t0(b) F�ur jedes t 2 Comp gilt: t) t(
) Wenn ft1:::tn 2 Comp und ti ) ui f�ur 1 � i � n, dann ft1:::tn ) fu1:::un



12 2 TERME UND IHRE BERECHNUNGBeispiel: Reduktionen f�ur arithmetis
he Ausdr�u
ke(** Folie 2.4 **)Bemerkung: Das Verhalten ist ni
ht-deterministis
h, sowohl sequentielle als au
h par-allele Reduktion sind m�ogli
h.Reduktionssemantikt 2 T�(X) bestimmt bez�ugli
h � : X ! A einen Bere
hnungsterm t� 2 T�(A) dur
hEinsetzen:e� : X ! T�(A)be� : T�(X)! T�(A); t� := be�(t)De�nition und Satz (Reduktionssemantik)1. F�ur jeden Bere
hnungsterm t 2 Comp gibt es genau ein a 2 A mit t)� a.F�ur t 2 T�(X) de�nieren wir die Reduktionssemantik von t bez�ugli
h A und �dur
h Mred(A;�)[t℄ = a :gdw t� )� a2. Mred(A;�)[t℄ =Malg(A;�)[t℄Beispiel: Linksreduktion(** Folie 2.5 **)Beispiel: Parallele Reduktion(** Folie 2.6 **)2.3 Sta
kimplementierung f�ur TermeSta
kprinzip (Keller, Stapel) von Bauer, Samelson (
a. 1958)Die Auswertung arithmetis
her Ausdr�u
ke dur
h �Ubersetzung von Termen in Sta
k-
ode, sequentielle ImplementierungSta
kmas
hine(** Zei
hnung von Seite 21 **)Zustandsraum: ZR := DK �HSmit Datenkeller DK := A� (Spitze re
hts)und Hauptspei
her HS := f � j � : X ! A g(Identi�ziere Spei
her mit Belegungsfunktion)BefehlssatzCmd := f LOAD i j 1 � i � n g [ f EXEC f j f 2 
 g



13ProgrammeProg := f �1; :::; �p j �i 2 Cmd; p � 1 g(Straight line 
ode: no jumps, no bran
h)Befehlssemantik� 2 Cmd 7! C[�℄ : ZR � ! ZR (partiell)mitC[LOAD i℄(d; �) := (d � �(xi); �),C[EXEC f ℄(d � a1 � ::: � an; �) := (d � a; �), falls fA(a1; :::; an) = a.ProgrammsemantikF�ur P = �1; :::; �p 2 Prog istM[P ℄ : ZR � ! ZR de�niert dur
hM[�1; :::; �p℄ := C[�p℄ Æ ::: Æ C[�1℄:Beispielre
hnung der Sta
kmas
hine(** Folie 2.7 **)De�nition (�Ubersetzung von Termen in Sta
k
ode)trans : T�(X)! Prog sei induktiv de�niert dur
htrans(xi) := LOAD itrans(ft1:::tn) := trans(t1); trans(t2); :::; trans(tn);EXEC fBeziehung zwis
hen Semantik und Codegenerierungb�(xi) = �(xi); b�(ft1:::tn) = fA( b�(t1); :::; b�(tn)).Satz (Korrektheit der �Ubersetzung)F�ur t 2 T�(X) gilt bez�ugli
h A und �:MalgA;�[t℄ = a gdwM[trans(t)℄("; �) = (a; �)Beweis: M
Carthy 1964, erster Compiler-Korrektheitsbeweis3 Rekursive Funktionsde�nition erster OrdnungVerwendung von Termen:� imperativ: x := 3x+ 7� funktional: F (x) = 3x+ 73.1 Explizite Funktionsde�nitionSyntax: � = hS;
i; X = fx1; :::; xng S-sortiert, t 2 T�(X)



14 3 REKURSIVE FUNKTIONSDEFINITION ERSTER ORDNUNGPolynom: F (x1; :::; xn) = t "funktionale Abstraktion\ , F = �(x1; :::; xn):t (�-Abstraktion; sp�ater)SemantikEine �-AlgebraA = hA;�i bestimmt f�ur obiges Polynom F mit den Sorten �(xi) = siund �(t) = s die PolynomfunktionMA[F ℄ : As1 � :::� Asn ! As mitMA[F ℄(a1; :::; an) =M(A;�)[t℄mit �(xi) = ai; 1 � i � n).Spezielle Polynomfunktionen(sol
he von atomaren Termen)� die Projektionen proj(n)i :=MA[�(x1; :::; xn):xi℄� die konstanten Funktionen 
onst(n)(
A) :=MA[�(x1; :::; xn):
℄Programmierte
hnikEnts
ha
htelung von Termen dur
h Ents
ha
htelung von Funktionsde�nitionen.Beispiel: F (x; y) = 3(x2 � y2)(x3 + y3) kann ersetzt werden dur
hF (x; y) = 3G(x; y)H(x; y)G(x; y) = x2 � y2H(x; y) = x3 + y3.3.2 Rekursion und Fixpunktsemantik3.2.1 Monotone Funktionen auf HalbordnungenBeispiel 1:F (x) = G(H(x))G(x) = 1H(x) = H(x)(G ist Konstante, H die nirgends de�nierte Funktion.) Frage: F (0) = 1 oder F (0)unde�niert?Operationelle Semantik:Zwei M�ogli
hkeiten:1. "
all by value\ : F (0)) G(H(0))) G(H(0))) :::2. "
all by name\ : F (0)) G(H(0))) 1Denotationelle Semantik:f = g Æ h mit g = �x:1, h nirgends de�niert. Problem: Komposition partieller Funk-tionen. Call-by-name-Auswertung zeigt: G(H(0)) ist de�niert, obwohl H(0) ni
htde�niert ist.



3.2 Rekursion und Fixpunktsemantik 15L�osung: Einf�uhrung eines neuen Elementes ? ("bottom\ ) . 
IN := IN [ f? g (au
hN?).Partielle Funktion f : IN � ! IN erweitern zu totaler Funktion f 0 : IN ! 
IN mitf 0(a) = ?, falls f(a) ni
ht de�niert, und wegen Komposition zu bf : 
IN ! 
IN .Ents
heidend ist nun, wel
hen Wert bf(?) annehmen soll.F�ur die konstante Funktion g = �x:1 gibt es zwei M�ogli
hkeiten:a) strikte Erweiterung: bg(?) = ? entspri
ht 
all-by-value.b) ni
htstrikte Erweiterung: bg(?) = 1 entspri
ht 
all-by-name.Fall a) entspri
ht der �ubli
hen mathematis
hen Komposition partieller Funktionen,Fall b) wird m�ogli
h, wenn der Funktionswert vom Argument unabh�angig ist (f�ureinstellige Funktionen: konstant).Mathematis
he Charakterisierung strikter und konstanter Funktionen von 
INna
h 
IN : Erkl�are auf 
IN eine Halbordnung dur
ha � b :gdw a = b _ a = ?0 1 2 ...?TTT ��� ���Dann gilt f�ur f : 
IN ! 
IN :f strikt oder konstant gdw. f monoton, d.h. a � b) f(a) � f(b).(S
ott 196?: � entspri
ht "weniger Informationsgehalt\ )Beweis: ")\ : klar."(\ : f monoton. Sei f ni
ht strikt (zeige also: f konstant). f(?) = n 2 IN (sonstw�are f strikt). ? � a) f(?) � f(a)) f(a) = n, d.h. f ist konstant.Ergebnis: [
IN ! 
IN ℄ := f f j f : 
IN ! 
IN monoton g ist ein geeigneter semantis
herBerei
h. (Bemerk.: sp�ater "stetig\ statt "monoton\ ; hier fallen die Begri�e stetigund monoton zusammen.)Vorteil: statt partieller Funktionen mit vers
hiedenen Kompositionen jetzt totale,monotone Funktionen.3.2.2 Stetige Funktionen auf vollst�andigen HalbordnungenBeispiel 2: Fakult�atF(x) = if x=0 then 1 else x*F(x-1) bzw.F = � x.if x=0 then 1 else x*F(x-1)Diese Funktion bestimmt das Glei
hungs-Funktional bzw. Einsetzungsfunktional� : [
IN ! 
IN ℄ ! [
IN ! 
IN ℄ dur
h �(g) = �x: if x = 0 then 1 else x � g(x � 1).Dann ist fa
 : 
IN ! 
IN mit fa
(n) = n! ein Fixpunkt von �: �(fa
) = fa
; also istfa
 eine L�osung der rekursiven Funktionsglei
hung.



16 3 REKURSIVE FUNKTIONSDEFINITION ERSTER ORDNUNGMathematis
he Charakterisierung der L�osungHalbordnung auf [
IN ! 
IN ℄:f � g :gdw f(a) � g(a) 8a 2 
IN(entspri
ht Inklusion der Funktionsgraphen; wenn die Graphen keine Kanten a! ?enthalten.)1. h[
IN ! 
IN ℄;�i ist eine vollst�andige Halbordnung. f0 � f1 � f2 � ::: besitzteine kleinste obere S
hranke Fi2IN fi.2. � ist stetig: �(Fi2IN fi) = Fi2IN �(fi)3. Fixpunkteigens
haft: � besitzt einen kleinsten Fixpunkt: Fi2IN �i(�x:?).F�ur das Beispiel ergibt si
h:�1(�x:?) = �x: if x = 0 then 1 else x � (�x:?)(x� 1) = �x: if x = 0 then 1 else ?�2(�x:?) = �x: if x = 0 then 1 else x � (�x: if x = 0 then 1 else ?)(x � 1) =�x: if x 2 f0; 1g then 1 else ?Allgemein:�k(�x:?) = �x: if x < k then k! else ?Ergebnis: Stetige Funktionen auf vollst�andigen Halbordnungen.Bea
hte: 
IN ist 
a
he Halbordnung (maximale Kettenl�ange 2). Daraus folgt: 
IN istvollst�andig, und f�ur f : 
IN ! 
IN gilt: f ist genau dann monoton, wenn f stetig ist.3.3 Vollst�andige Halbordnungen, stetige Funktionen, Fix-punktsatzDe�nition (Halbordnung)Sei A 6= ; und �� A2, so da� �� re
exiv: a � a� transitiv: a � b und b � 
) a � 
� antisymmetris
h: a � b und b � a) a = bf�ur alle a; b; 
 2 A. Dann hei�t A = hA;�i eine Halbordnung.Beispiel:� h
IN ;�i 
a
he Halbordnung� h[
IN; 
IN ℄;�i



3.3 Vollst�andige Halbordnungen, stetige Funktionen, Fixpunktsatz 17� hPot(��);�i, formale Spra
hen(Automaten: Æ(qi; a) = qj ) Li = aLj)Ist A S-sortiert, so erweitern wir jedes As um ein eigenes Bottom-Element ?s:bA := Ss2S 
As mit 
As := As [ f?sg.Beispiel:0 1 2 ...?natTTT ��� ��� true false?boolTTT ���De�nition (monotone Funktion)Seien Ai = hAi;�Ii f�ur i = 1; 2 Halbordnungen und f : A1 ! A2. f hei�t monoton,falls a �1 b) f(a) �2 f(b) 8a; b 2 A1.Folgerung: Monotone Funktionen sind unter Komposition abges
hlossen.De�nition (geri
htete Menge)Sei hA;�i eine Halbordnung, T � A mit T 6= ;. Dann hei�t T geri
htet, falls8 a; b 2 T 9 
 2 T : a; b � 
.Beispiel: Ketten wie etwa f �i(�x:?) j i 2 IN g (Beispiel 2) sind geri
htete Mengen.Folgerung: Geri
htete Mengen sind unter monotonen Funktionen abges
hlossen:Wenn T geri
htet und f monoton ist, dann ist f(T ) geri
htet.De�nition (kleinste obere S
hranke)Sei hA;�i eine Halbordnung, T � A; a 2 A. Dann hei�t a obere S
hranke von T , fallsT � a. a hei�t kleinstes Element von T , falls a � T und a 2 T . Besitzt f b j T � b gein kleinstes Element, so hei�t dies kleinste obere S
hranke (Supremum) FT von T .De�nition (vollst�andige Halbordnung)Eine Halbordnung A = hA;�i hei�t vollst�andig, falls gilt:1. A besitzt ein kleinstes Element ?A 2 A,2. Jede geri
htete Menge T � A hat in A eine kleinste obere S
hranke FT 2 A.Bemerkung: H�atte man in der De�nition von 'geri
htet' au
h T = ; zugelassen, dannw�are 1) �uber
�ussig gewesen mit ?A = F ;.)Beispiele:� hPotA;�i ist vollst�andige Halbordnung mit ? = ; und FT = ST (sogarvollst�andiger Verband).� Die 
a
he Halbordnung hIN ;�i ist au
h vollst�andig: kleinstes Element ist ? 2
IN , und die einzigen geordneten Mengen sind f?g; fng; f?; ng (f�ur n 2 IN).



18 3 REKURSIVE FUNKTIONSDEFINITION ERSTER ORDNUNG� h[
IN ! 
IN ℄;�i ist ebenfalls vollst�andig: kleinstes Element ist �x:?, und Ff fi j i 2I g := �x:Fi2I fi(x).De�nition (stetige Abbildung)Seien Ai = hAi;�Ii f�ur i = 1; 2 vollst�andige Halbordnungen. Eine Abbildung f :A1 ! A2 hei�t stetig, falls f monoton ist und f�ur jede geri
htete Teilmenge T � A1gilt: f(GT ) =G f(T )Bemerkung: F�ur geri
htete Mengen T ist au
h f(T ) geri
htet, weil f monoton ist.Bemerkung: Hier sieht man eine Auswirkung der Tatsa
he, da� die leere Menge ni
htgeri
htet ist: Denn w�are sie es do
h, dann w�urde f�ur jede stetige Abbildung f gelten,da� f(?) = ?!Folgerung: Stetige Abbildungen sind unter Komposition abges
hlossen.Satz: Fixpunktsatz von TarskiSei A = hA;�i eine vollst�andige Halbordnung und f : A ! A stetig. Dann besitztf einen kleinsten Fixpunkt in A, n�amli
hfix(f) :=Gf f i(?) j i 2 IN gBeweis:1. Existenz: Es gilt ? � f(?) � f 2(?) � :::. Daher ist f f i(?) j i 2 IN g eineKette, wel
he eine obere S
hranke besitzt, da A vollst�andig ist.2. f(Fi2IN f i(?) =|{z}f stetig = Fi2IN f(f i(?)) = Fi2IN f i+1(?) = Fi2IN f i(?), also istfix(f) Fixpunkt.3. fix(f) ist kleinster Fixpunkt von f : Sei a ein Fixpunkt von f . Dann gilt: a =f(a) = f i(a) und ? � a. Aus der Monotonie von f folgt: f i(?) � f i(a) = a,also f i(?) � a f�ur alle i 2 IN , woraus aber fix(f) = Fi2IN f i(a) � a folgt (aobere S
hranke).Anwendung: L�osung eines rekursiven Glei
hungssystems als Fixpunkt des entspre-
henden Glei
hnungsfunktionalsSatz und De�niton (Funktionenraum, Produktraum)Seien Ai = hAi;�Ii f�ur i = 1; 2 vollst�andige Halbordnungen. Dann gilt:1. Der Funktionenraum [A1 !A2℄ := hf f : A1 ! A2 stetig g;�i mitf � g : gdw. f(a) �2 g(a) 8a 2 A1sowie



3.4 Rekursive Funktionss
hemata 192. Der Produktraum A1 �A2 := hA1 � A2;�i mit(a1; a2) � (b1; b2) : gdw. ai �i bi (i = 1; 2)sind vollst�andige Halbordungen.Anwendung: Sei A eine S-sortierte Menge. Dann s
hr�anken wir die Operationenauf bA auf monotone (d.h. stetige) Operationen ein:Ops( bA) = [(w;s)2S��SOps(w;s)( bA)mit Ops(s1:::sn;s)( bA) := [dAs1 � :::� dAsn ! 
As℄(vollst�andige Halbordnung).3.4 Rekursive Funktionss
hemataRekursion hat eine grundlegende Bedeutung f�ur die funktionale Programmierung:D. Knuth: I have always felt that the transformation from re
ursion to iteration isone of the most fundamental 
on
epts of 
omputer s
ien
e. (aus: Stru
tured Pro-gramming with GOTO Statements, Comp. Surv., 1974)Zun�a
hst: Signatur wird um Verzweigungssymbole erweitert; das ist wi
htig f�ur denAbbru
h von Rekursion.De�nition (Signatur mit Verzweigung)Sei � = hS;
i eine Signatur mit b 2 S (bool) und ifs 2 
(bss;s) f�ur jedes s 2 S. Dannhei�t � eine Signatur mit Verzweigung.De�nition (Rekusives Funktionss
hema)Sei � = hS;
i eine Signatur mit Verzweigung, X eine S-sortierte Menge von Ar-gumentvariablen und V eine S� � S-sortierte Menge von Funktionsvariablen. Dannhei�t eine ni
htleere Folge R von Termglei
hungenR = �Fixi1:::xini = ti�1�i�r(mit Fi 6= Fj f�ur i 6= j) ein rekursives Funktionss
hema �uber �. (Bezei
hnung:R 2 Rek�), falls folgende Typvors
hriften erf�ullt sind:� Fi 2 V (wi;si),� (xi1; :::; xini) 2 Xwi,� ti 2 T si�[F1;:::;Fr℄(fxi1; :::; xinig) mit �[F1; :::; Fr℄ := hS;
 [ fF1; :::; Frgi.



20 3 REKURSIVE FUNKTIONSDEFINITION ERSTER ORDNUNGBezei
hnung: Die erste Glei
hung ist die Hauptglei
hung, , wir erkl�aren daher (w1; s1)als Typ von R.S
hreibweise: R 2 Rek(w1;s1)� und Rek� = S(w;s)2S��S Rek(w;s)� .�-Notation: Dur
h �-Abstraktion l�a�t si
h R notieren als�Fi = �(xi1; :::; xini):ti�1�i�r(Zur Erinnerung: Terme k�onnen in konkreter Syntax vers
hiedene Darstellungen ha-ben, z.B. "if 
ond x y\ oder "if 
ond then x else y\ . Wi
htig ist nur die abstrakteSyntax; vgl.: Isomorphie der freien Termalgebren)Beispiel: vers
hiedene Gofer-Notationen f�ur if(** Folie 3.2 **)3.5 FixpunktsemantikWir bes
hr�anken uns bei der Interpretation von � auf� 
a
he Halbordnungen mit Wahrheitswerten f�ur b,� monotone Grundoperationen mit ifs als Verzweigung.(Dies entspri
ht im Grunde einer Verallgemeinerung auf partielle Funktionen.)De�nition (Sigma-Interpretation)Sei � = hS;
i eine Signatur mit Verzweigung und A eine S-sortierte Menge mitAb = f true; false g. Wir erweitern A zu bA (= Ss2S(As [ f?sg)) und interpretieren
 dur
h � : 
! Ops( bA) (monotone Funktionen!) mit� �(ifs)(true; a1; a2) := a1� �(ifs)(false; a1; a2) := a2� �(ifs)(?b; a1; a2) := ?sDann hei�t A = h bA;�i eine �-Interpretation.Strikte und ni
ht-strikte Grundoperationen� �(ifs) : 
Ab � 
As � 
As ! 
As ist stets die �ubli
he ni
ht-strikte Verzweigung.� Die �ubrigen Grundfunktionen werden im allgemeinen als strikt vorausgesetzt(das bedeutet f�ur die Implementierung: normaler Sta
k
ode).� Booles
he Grundoperationen werden au
h ni
ht-strikt interpretiert, z.B. se-quentielles AND, OR oder paralleles AND, OR.



3.5 Fixpunktsemantik 21Erweiterung Booles
her Grundoperationen(** Folie 3.3 **)De�nition (Rekursive Funktionsde�nition erster Ordnung)Sei R 2 Rek� und A eine �-Interpretation. Dann hei�t (R;A) eine rekursive Funk-tionsde�nition erster Ordnung.Beispiel: rekursive Funktionsde�nition(** Folie 3.4 **)Ziel: Semantiken f�ur "
all by name\ - und "
all by value\ -Auswertung (lazy/eagerevaluation) (ni
ht-strikte bzw. strikte Semantik)Voraussetzung� � = hS;
i Signatur mit Verzweigung� A eine strikte �-Interpretation, d.h. alle Grundoperationen bis auf die Verzwei-gungen sind strikt: fA(:::;?si; :::) = ?s(Grund: lei
hter zu implementieren; EXEC f ; Sta
k
ode)� R = �Fi = �(xi1; :::; xini):ti�1�i�r 2 Rek� mit �(Fi) = (wi; si) f�ur i = 1; :::; rWir ordnen der rekursiven Funktionsde�nition (R;A) eine stetige Transformation�(R;A) : FR! FR des FunktionenraumsFR := Ops(w1;s1)( bA)� :::� Ops(wr;sr)( bA)zu, so da� f�ur g := (g1; :::; gr) 2 FR gilt: g ist genau dann eine L�osung von (R;A),wenn g ein Fixpunkt von �(R;A) ist, d.h. g = �(R;A)(g).� Konstruktion von � dur
h Einsetzen von gi f�ur Fi in den re
hten Glei
hungs-seiten,� � hei�t daher au
h Glei
hungs- oder Einsetzungsfunktional.� Zwei M�ogli
hkeiten bei der Semantik von Variablen und Konstanten: Die Pro-jektionen �(x1; :::; xn):xi und die Konstanten �(x1; :::; xn) k�onnen strikt bzw.ni
ht-strikt interpretiert werden.3.5.1 Ni
ht-strikte FixpunktsemantikErweiterung der Signatur � zu �[F1; :::; Fr℄ := hS;
 [ fF1; :::; Frgi und der �-InterpretationA bzgl. (g1; :::; gr) 2 FR zu einer �[F1; :::; Fr℄- InterpretationA[F1=g1; :::; Fr=gr℄mit �(Fi) = gi f�ur i = 1; :::; r. Dann ist das ni
ht-strikte Einsetzungsfunktional �ns(R;A)komponentenweise de�niert dur
h�ns(R;A)(g1; :::; gr)i :=MA[F1=g1;:::;Fr=gr℄[�(xi1; :::; xini):ti℄ f�ur i = 1; :::; r



22 3 REKURSIVE FUNKTIONSDEFINITION ERSTER ORDNUNG(Bemerkung: In den ti stehen die Fj, die in A[Fi=gi℄i als gj interpretiert sind. !normale Polynome.)(Kommentar Indermark: Metaspra
hli
hes Stetigkeitslemma: Jede Funktion ist ste-tig, es sei denn, Sie beweisen mir das Gegenteil)Bea
hte: In diesem Fall ergeben atomare Terme ni
ht-strikte Funktionen!MA[:::℄[�(xi1; :::; xini):xij℄(a1; :::; ani) = aj(au
h wenn eines der ak = ? ist), undMA[:::℄[�(xi1; :::; xini):
℄(a1; :::; ani) = 
A(; 
all-by-name Auswertung)Lemma: �ns(R;A) : FR! FR ist stetig.De�nition (Ni
ht-strikte Fixpunktsemantik)Die ni
ht-strikte Fixpunktsemantik der rekursiven Funktionsde�nition (R;A) ist de-�niert dur
h MnsA [R℄ := proj1�fix(�ns(R;A))�(nur erste Komponente, da erste Glei
hung Hauptglei
hung ist.)3.5.2 Strikte FixpunktsemantikIdee: Projektionen und Konstanten strikt behandeln.Folgerung: Wenn das Argument ni
ht de�niert ist, ist au
h der Funktionswert ni
htde�niert. (Auswertung: 
all by value)De�nition (Strikte Termsemantik)F�ur (x1; :::; xn) 2 Xw und t 2 T s�(fx1; :::; xng) de�nieren wir bez�ugli
h einer strikten�-Interpretation A und einer Variablenbelegung � : fx1; :::; xng ! bA die strikteTermsemantik Mstr(A;�)[t℄ 2 
Asdur
h Induktion �uber die Struktur von t: Sei a = (a1; :::; an) 2 dAs1�dAsn (w = s1:::sn)mit ai = �(xi).� t = xi:Mstr(A;�)[xi℄ := if a 2 Aw then ai else ?si� t = 
 2 
(";s):Mstr(A;�)[
℄ := if a 2 Aw then 
A else ?s� t = ft1:::tn:Mstr(A;�)[ft1:::tn℄ := fA(Mstr(A;�)[t1℄; :::;Mstr(A;�)[tn℄)



3.6 Reduktionssemantik 23Die strikte Termsemantik impliziert "strikte\ Polynomfunktionen �uber bA:MstrA [�(x1; :::; xn):t℄ :=�dAs1 � :::� dAsn ! 
As : (a1; :::; an) 7! Mstr(A;�)[t℄�, wobei �(xi) = ai.Dies f�uhrt zum Einsetzungsfunktional �str(R;A) und der strikten Fixpunktsemantik:De�nition (Strikte Fixpunktsemantik)Die strikte Fixpunktsemantik der rekursiven Funktionsde�nition (R;A) ist de�niertdur
h MstrA [R℄ := proj1�fix(�str(R;A))�Folgerung: MstrA [R℄ � MnsA [R℄ (d.h. die beiden Semantiken unters
heiden si
hh�o
hstens im Grad der De�niertheit.)(** Folie 3.5 ** Ni
ht-strikte Fixpunktsemantik)(Bea
hte: �x:42 ist ein Polynom, ein formaler Term, also ein syntaktis
hes Objekt;�a:42 dagegen ist eine Polynomfunktion, eine konkrete Abbildung und damit ein se-mantis
hes Objekt.)(** Folie 3.6 ** Strikte Fixpunktsemantik)MstrA [R℄ = �a:?; MnsA [R℄ = �a:423.6 ReduktionssemantikBere
hnung dur
h Termersetzung; Vorstufe von Implementierung.Voraussetzung� � = hS;
i Signatur mit Verzweigung� A eine strikte �-Interpretation� R = �Fi = �(xi1; :::; xini):ti�1�i�r 2 Rek�De�nition (Bere
hnungsterme)Wir de�nieren die Menge B der Bere
hnungsterme von (R;A) dur
hB := T�[F1;:::;Fr℄(A) (ni
ht bA!)Bea
hte: t enth�alt kein ? und keine Variablen, wohl aber Funktionsvariablen.De�nition (Reduktionsregeln)� Konstantenreduktionfa1:::an ! fA(a1; :::; an), falls f 2 
(w;s); f 6= ifs und (a1; :::; an) 2 Aw (ni
htdAw!)



24 3 REKURSIVE FUNKTIONSDEFINITION ERSTER ORDNUNG� Verzweigungsreduktionifs true u1u2 ! u1ifs false u1u2 ! u2falls u1; u2 2 Bs.� Funktionsaufruf (Kopierregel)Fiu1:::uni ! ti[xi1=u1; :::; xini=uni℄falls (u1; :::; uni) 2 Bwi (�(Fi) = (wi; si))Dabei bezei
hnet t[x1=u1; :::; xn=un℄ die Anwendung des dur
h die Belegung � :fx1; :::; xng ! B mit �(xi) = ui bestimmten Einsetzungshomomorphismusb� : T�[:::℄(X)! T�[:::℄(A)auf t, also t[x1=u1; :::; xn=un℄ = b�(t).De�nition (Reduktionsrelation)) � B2 sei dur
h Induktion �uber die Termstruktur de�niert:� u1 ! u2 Reduktionsregel, dann u1 ) u2� u 2 B, dann u) u� 'u1:::un 2 B; uj ) vj (j = 1; :::; n), dann 'u1:::un ) 'v1:::vnf�ur ' 2 
 [ fF1; :::; FrgSatz) ist kon
uent (erf�ullt die Chur
h-Rosser-Eigens
haft), d.h. f�ur u; u1; u2 2 B mitu)� u1 und u)� u2 gibt es ein u0 2 B mit u1 )� u0 und u2 )� u0.KorollarF�ur u 2 B gibt es h�o
hstens ein a 2 A mit u)� a.Bemerkung: Der Ni
htdeterminismus der Reduktionsrelation ist ohne semantis
heRelevanz.De�nition (Reduktionssemantik)Seien � und A wie oben. F�ur R 2 Rek(w;s)� ; (a1; :::; an) 2 Aw und a 2 As de�nierenwir MredA [R℄(a1; :::; an) = a :gdw F1a1:::an )� aSatz (�Aquivalenz von Reduktions- und ni
htstrikter Fixpunktsemantik)MnsA [R℄(a1; :::; an) = a gdw MredA [R℄(a1; :::; an) = a.3.7 AuswertungsstrategienZiel: Deterministis
he Reduktionsrelationen f�ur ni
htstrikte und strikte Fixpunkt-Semantik.



3.7 Auswertungsstrategien 253.7.1 Leftmost-Outermost-StrategieDe�nition)LO � B2 sei de�niert dur
h� Wenn u1 ! u2 Reduktionsregel, dann u1 )LO u2,� Wenn fa1:::ai�1ui:::un 2 B; ui =2 A; f 2 
(w;s); f 6= ifs und ui )LO u0i,dann fa1:::ai�1ui:::un )LO fa1:::ai�1u0iui+1:::un,� Wenn u)LO u0; u; u0 2 Bb, dann ifsuu1u2 )LO ifsu0u1u2.Bemerkung:Die Leftmost-Outermost-Strategie entspri
ht dem 
all-by-name-Funktionsaufruf.Lemma1. Die LO-Strategie ist deterministis
h, d.h. zu jedem u 2 B nA gibt es genau einu0 2 B mit u)LO u0.2. Die LO-Strategie ist korrekt und vollst�andig bez�ugli
h der ni
htstrikten Fix-punktsemantik:MnsA [R℄(a1; :::; an) = a gdw. F1a1:::an )�LO a3.7.2 Leftmost-Innermost-StrategieDe�nition)LI � B2 sei de�niert dur
h� Wenn u1 ! u2 kein Funktionsaufruf, dann u1 )LI u2(d.h. Konstantenredex oder if true/false)� Fia1:::ani )LI ti[xi1=a1; :::; xini=ani ℄� Wenn 'a1:::ai�1ui:::un 2 B; ui =2 A; (i > 1) ' = ifs); ui )LI u0i,dann 'a1:::ai�1ui:::un )LI 'a1:::ai�1u0iui+1:::un.Bemerkung: Im letzten Fall gilt entweder ' 2 
 n fifs; s 2 Sg [ fF1; :::; Frg oder(' 2 fifs; s 2 Sg und i = 1).Lemma (Analogon zum Lemma aus 3.7.1)1. Die LI-Strategie ist deterministis
h, d.h. zu jedem u 2 B nA gibt es genau einu0 2 B mit u)LI u0.2. Die LI-Strategie ist korrekt und vollst�andig bez�ugli
h der strikten Fixpunktse-mantik: MstrA [R℄(a1; :::; an) = a gdw. F1a1:::an )�LI a



26 3 REKURSIVE FUNKTIONSDEFINITION ERSTER ORDNUNGBemerkung: F�ur parallele Implementierungen sind Parallel-Outermost- und Parallel-Innermost-Strategien m�ogli
h.(** Folie 3.7 ** Beispielreduktion: 
all-by-name)(** Folie 3.8 ** Na
hteil der 
all-by-name-Strategie)(** Folie 3.9 ** Beispielreduktion: 
all-by-value)3.8 Strikter Sta
k
odeVoraussetzung� � = hS;
i Signatur mit Verzweigung� A = h bA;�i eine strikte �-Interpretation(strikte Grundfunktionen, ni
ht-striktes if-then-else)� R = �Fi = �(xi1; :::; xini):ti�1�i�r 2 Rek�Ziel: Implementierung der Leftmost-Innermost-Strategie auf einer Sta
kmas
hineIdee: Erweiterung der Sta
kmas
hine zur Termauswertung um zwei Komponenten:� Befehlsz�ahler BZ: Verzweigungen und Rekursion erfordern Sprungbefehle.� Funktionskeller FK:{ Ausf�uhren eines Funktionsaufrufs erfordert das Zwis
henspei
hern vonaktuellen Parametern und R�u
ksprungadressen in einem Funktionsblo
k(Frame, Aktivierungsblo
k).{ Vers
ha
htelte Aufrufstruktur erfordert Spei
herung der Funktionsbl�o
kena
h dem Kellerprinzip.{ FK ersetzt den statis
hen Hauptspei
her der Sta
k-Mas
hine zur Term-auswertung.Sta
kmas
hine mit strikter Auswertung (LI)(** Bild der Sta
kmas
hine auf Seite 46 **)Zustandsraum Z := BZ �DK � FK mit� Befehlsz�ahler BZ := IN ,� Datenkeller DK := A� (Spitze re
hts) und� Funktionskeller FK := (A [ IN)� (Spitze links)Zustand z = (m; d; h) 2 Z mit



3.8 Strikter Sta
k
ode 27� Befehlsmarke m 2 IN ,� DK-Zustand d = d:p : ::: : d:2 : d:1 2 A� und� FK-Zustand h = h:1 : h:2 : ::: : h:q 2 (A [ IN)�.Der Befehlssatz Cmd, die Menge der Befehle enth�alt� Sprungbefehle JMP j (j 2 IN) (unbedingt), JMC j (j 2 IN) (bedingt),� DK-Befehle LOAD j (j 2 IN; j 6= 0), EXEC f (f 2 
 n fifs; s 2 Sg,� FK-Befehle CALL (i; n) (i; n 2 IN), RETund sonst keine.Programme: Prog := f 1 : �1; :::; k : �k j �i 2 Cmd; 1 � i � k g(numerierte Folge von Befehlen)Befehlssemantik C : � 2 Cmd 7! C[[�℄℄ : Z � ! ZC[[JMP j℄℄(m; d; h) := (j; d; h)C[[JMC j℄℄(m; d; h) := if d = d0 : false then (j; d0; h)else if d = d0 : true then (m+ 1; d0; h)(sonst ni
ht de�niert)C[[LOAD j℄℄(m; d; h) := if h = ra : pa : a1 : ::: : aj : h0 and aj 2 A then (m + 1; d : aj; h)C[[EXEC f ℄℄(m; d; h) := if f 2 
(w;s) and d : d0 : a and a 2 Aw then (m + 1; d0 : fA(a); h)C[[CALL (i; n)℄℄(m; d; h) := if d = d0 : a and a 2 An then (i; d0; m + 1 : n : a : h)C[[RET ℄℄(m; d; h) := if h = ra : n : a1 : ::: : an : h0 then (ra; d; h0)De�nition (Einzels
hrittsemantik)Sei = 1 : �1; :::; k : �k 2 Prog. Die Einzels
hrittsemantik E [[P ℄℄ : Z � ! Z istde�niert dur
h E [[P ℄℄(m; d; h) := if 1 � m � k then C[[�m℄℄(m; d; h)Bea
hte: zwei M�ogli
hkeiten f�ur Ni
htde�niertheit:1. m =2 f1; :::; kg,2. �m ni
ht ausf�uhrbar.De�nition (Iterationssemantik)E bestimmt die Iterationssemantik I[[P ℄℄ : Z � ! Z mitI[[P ℄℄(m; d; h) := if m = 0 then (m; d; h) else I[[P ℄℄�E [[P ℄℄(m; d; h)�



28 3 REKURSIVE FUNKTIONSDEFINITION ERSTER ORDNUNG(; while-S
hleifen)�Ubersetzung�Ubersetzung von rekursiven Funktionsde�nitionen mit strikter Semantik in Sta
k
o-de.Idee: 
all-by-value ReduktionsstrategieBea
hte: Die �Ubersetzung ist bereits dur
h das Funktionss
hema bestimmt und vonder Interpretation unabh�angig!De�nition der �Ubersetzung dur
h drei Funktionen:� die eigentli
he �Ubersetzungsfunktion s-trans : Rek� ! Prog� die �Ubersetzung der re
hten Glei
hungsseiten mit der Funktion Ausdru
ks
ode(expression translation, et)et : T�[F1;:::;Fr℄(X)� IN ! Prog0(IN f�ur Befehlsadresse)� die Hilfsfunktion Codel�ange zur Bestimmung von Befehlsadressen:
l : T�[F1;:::;Fr℄(X)! INwobei Prog0 := f m + 1 : �1; :::;m + k : �k j m 2 IN;�i 2 Cmd; 1 � i � k g.s-trans�Fixi1:::xini = ti j 1 � i � r� :=et(t1; m(F1))m1 : RET ;...et(tr; m(Fr))mr : RETmit m(F1) := 1, mi(Fi) := m(Fi) + 
l(ti), m(Fi+1) := mi + 1.� et(xij; m) := m : LOAD j;
l(xij) := 1� et(f u1:::un; m) :=et(u1; m1)...et(un; mn)mn+1 : EXEC f ;mit m1 := m, mi+1 := mi + 
l(ui)
l(f u1:::un) := 1 +Pni=1 
l(ui)� et(ifs u1 u2 u3; m) :=et(u1; m1)



3.9 Ni
ht-strikter Sta
k
ode 29m01 : JMC m3;et(u2; m2)m02 : JMP m03;et(u3; m3)mit m1 := m, m01 := m1 + 
l(u1),m2 := m01 + 1, m02 := m2 + 
l(u2),m3 := m02 + 1, m03 := m3 + 
l(u3).
l(ifs u1 u2 u3) := P3i=1 
l(ui) + 2� et(Fi u1:::un; m) :=et(u1; m1)...mn+1 : CALL (m(Fi); n)mit m1 := m, mi+1 := mi + 
l(ui) f�ur i = 1; :::; n.
l(Fi u1:::un) := 1 +Pnj=1 
l(uj)Satz (Korrektheit und Vollst�andigkeit der �Ubersetzung)Sei R 2 Rek(w;s)� und A eine strikte �-Interpretation.Dann gilt f�ur alle (a1; :::; an; a) 2 Aws:MstrA [[R℄℄(a1; :::; an) = a gdw. I[[s-trans(R)℄℄(1; "; 0 : n : a1 : ::: : an) = (0; a; ")3.9 Ni
ht-strikter Sta
k
odeSeien �;A und R wie in Kapitel 3.8.Ziel: Implementierung der LO- (Leftmost-Outermost-) Strategie auf einer Sta
kma-s
hineIdee: Auswertung der Argumente eines Funktionsaufrufs F u1:::un erst bei Bedarf; verz�ogerte Auswertung, "lazy evaluation\Modi�kation der Sta
kmas
hineDatenkeller DK := (A [ IN)� (IN : Sprungmarken)Funktionskeller FK := (A [ IN [ fX;Fg)�Ein FK-Zustand h = h:1 : ::: : h:q besteht aus einer Folge von Bl�o
ken:� F-Bl�o
ke: F : ra : pa : �1 : ::: : �pa� X-Bl�o
ke: X : raEin X-Blo
k bestimmt indirekt die f�ur die Argumentbere
hnung erforderli
he Um-gebung dur
h �Uberspringen des aktuellen F-Blo
ks.



30 3 REKURSIVE FUNKTIONSDEFINITION ERSTER ORDNUNGenv : FK � IN � ! FKbestimmt bez�ugli
h h uund S
ha
htelungstiefe l den Rumpf mit aktuellem F-Blo
kan der Spitze.env(F : h; 0) := F : henv(F : ra : pa : �1 : ::: : �pa : h; l + 1) := env(h; l)env(X : ra : h; l) := env(h; l + 1)Zus�atzli
he Befehle:� LOADA m (m 2 IN;m > 0, Load Address)� EV AL (Evaluate)BefehlssemantikJMP j, JMC j und EXEC f behalten ihre Bedeutung. Modi�kation der �ubrigenBefehle:C[[LOAD j℄℄(m; d; h) :=if env(h; 0) = F : ra : pa : �1 : ::: : �pa : h0 and j � pa and �j 2 A [ INthen (m+ 1; d : �j; h)C[[CALL (i; n)℄℄(m; d; h) :=if d = d0 : � and � 2 (A [ IN)nthen (i; d0; F : m + 1 : n : � : h)C[[RET ℄℄(m; d; h) :=if h = X : ra : h0 or h = F : ra : pa : �1 : ::: : �pa : h0then (ra; d; h0)(Bei X-Blo
k ho
hz�ahlen, bei F-Blo
k runterz�ahlen; fertig, falls Z�ahler auf 0 vor F-Blo
k)(** Folie 3.13 ** Ni
htstrikte Sta
kmas
hine: Variablenzugri�)Die neuen Befehle:C[[LOADA fm℄℄(m; d; h) := (m + 1; d : fm; h)C[[EV AL℄℄(m; d; h) :=if d = d0 : fm and fm 2 IN (Adresse)then (fm; d0; X : m + 1 : h) (X-Blo
k anlegen)else if d = d0 : a and a 2 Athen (m+ 1; d; h) (ni
hts tun)Semantik des Sta
k
odes wie oben.�Ubersetzung :



3.9 Ni
ht-strikter Sta
k
ode 31Idee: 
all by name-ReduktionsstrategieModi�kation der De�nition von s-trans; et und 
l:� et(xij; m) :=m : LOAD j;m + 1 : EV AL
l(xij := 2� et(Fi u1:::un; m) :=m0 : JMP mn+1;et(u1; m1)m01 : RET ;...et(un; mn)m0n : RET ;mn+1 : LOADA m1;...mn+n : LOADA mn;m2n+1 : CALL (m(Fi); n);
l(Fi u1:::un) := Pni=1 
l(ui) + 2n+ 2Satz (Korrektheit und Vollst�andigkeit der �Ubersetzung)Sei R 2 Rek(w;s)� und A eine strikte �-Interpretation.Dann gilt f�ur alle (a1; :::; an; a) 2 Aws:MnsA [[R℄℄(a1; :::; an) = a gdw. I[[n-trans(R)℄℄(1; "; 0 : n : a1 : ::: : an) = (0; a; ")(** Folie 3.13 ** Ni
htstrikte Sta
kmas
hine: Variablenzugri�)(** Folie 3.14 ** Beispiel�ubersetzung 
all-by-name)(** Folien 3.15-3.17 ** Beispielre
hnung 
all-by-name)(Statt einem ausgewerteten Argument wird die Adresse (! 12) f�ur die Argument-bere
hnung gespei
hert. Der EVAL-Befehl legt einen X-Blo
k an, damit der aktuelleF-Blo
k �ubersprungen wird; ; einen F-Blo
k tiefer gehen)Verglei
h zwis
hen strikten und ni
ht-striktem Sta
k
ode� strikt: jedes Funktionsargument wird genau einmal bere
hnet.{ Vorteil: s
hnell, platzsparend, falls die Argumente ben�otigt werden["Argument ben�otigt?\ - ni
ht ents
heidbar; entspri
ht Halteproblem f�urTuringmas
hinen. M�ogli
h ist aber eine "Approximation\℄{ Na
hteil: Bere
hnung ni
ht ben�otigter Argumente� ni
ht-strikt: nur ben�otigte Argumente werden bere
hnet, eventuell jedo
h mehr-fa
h.



32 3 REKURSIVE FUNKTIONSDEFINITION ERSTER ORDNUNG3.10 Call by needIdee: Kopieren eines ausgewerteten Arguments in den zugeh�origen F-Blo
kFolgerung: Ein Argument wird h�o
hstens einmal bere
hnet.Neuer Befehl: STORE j (j � 1)C[[STORE j℄℄(m; d; h) :=if d = d0 : a and a 2 A and h = h:1 : :::h:qand env(h:3 : ::: : h:q; 0) = h:p : ::: : h:q(X-Blo
k mit L�ange 2 ausblenden; brau
hen F-Blo
k eins h�oher! p+ 2 + j ist Position von �j (2 : ra; pa) )then (m+ 1; d; h[p+ 2 + j=a℄)(Datenkeller ni
ht �andern; a bleibt)�Anderung der �Ubersetzung:et(Fi u1:::un; m) :=...et(uj; mj)m0j : STORE j;m0j + 1 : RET ;...Ergebnis: Ein Funktionsargument wird h�o
hstens einmal ausgewertet.3.11 Endrekursive Funktionsde�nitionenSpezialfall rekursiver Funktionsde�nitionen: F-Aufruf weder ges
ha
htelt no
h inner-halb von Grundfunktionen (mit Ausnahme von Verzweigung)[! das bes
hreibt genau den Fall iterativer Programme℄Bezei
hnung: iterativ, repetitiv, tail-re
ursiveFolgerung� �Ubereinstimmung von strikter und ni
ht-strikter Semantik� LO-Strategie und LI-Strategie mit glei
hem Ergebnis� Implementierung ohne Funktionskeller m�ogli
hImplementierung:FK ersetzen dur
h Hauptspei
her HS := f� : IN � ! AgNeuer Befehl: STORE n (n � 0) vers
hiebt die obersten n DK-Eintr�age auf dieersten n HS-Zellen.



33�Ubersetzung:trans�Fi xi1:::xini = ti j 1 � i � r� :=et(t1; m1) JMP 0;...et(tr; mr) JMP 0;mit et(Fi u1::::un; m) :=et(u1; m1)...et(un; mn)m0 : STORE n;m0 + 1 : JMP m(Fi);(** Folie 3.18 ** Beispiel Flu�diagramm)[ ! Startmarken vor jeder Verzweigung,! Fortsetzungssemantik, verglei
he Automaten, Glei
hungssystem L0 = aL1 + bL2;GTI ℄(** Folie 3.19 ** Fortsetzungssemantik zum Flu�diagramm)4 Konstruktoren, unendli
he DatenstrukturenBasiswerte:a) numeris
h, Zahlen, arithmetis
he Grundfunktionenb) symbolis
h, Terme, Termoperationen (z.B. Compiler)Bemerkung: Prolog, Uni�kation, �-TermalgebraKonstruktoren sind Operationssymbole mit freier Semantik, also der Termoperation�T (C)(t1; :::; tn) = C t1:::tnAnwendungen:1. Termfunktionen (z.B. Compiler)2. Datenstrukturen4.1 Strikte, homogene KonstruktorenEinzige Datenobjekte sind (Konstruktor-) Terme, keine Zahlen.Einfa
hster Fall: homogene Konstruktoren, d.h. eine Sorte.Sei � := Sn2IN �(n) eine Menge (homogener) Konstruktorsymbole. � bestimmt alsDatenobjekte die Menge T� der Konstruktorterme (Voraussetzung: �(0) 6= ;)



34 4 KONSTRUKTOREN, UNENDLICHE DATENSTRUKTUREN[Kommentar: verglei
he T�(X); keine Variablen ! �(0) ni
ht leer: 9 Konstanten)℄Zum Re
hnen mit Konstruktor-Termen neben Konstruktoren f�ur den Termaufbauzus�atzli
h Selektoren f�ur die Termzerlegung und Testfunktionen f�ur "Abfrage aufTermspitze\. � induziert auf kanonis
he Weise eine Signatur mit Verzweigung, diesogenannte Konstruktorsignatur �� := hS;�i mit� S := fb; 
g (booles
he Werte und Konstruktorterme) und� � := � [ f sel-i ji 2 IN; i � 1g [ f is-C jC 2 �g [ fifsjs 2 fb; 
gg(Selektoren und Testfunktionen) [Kommentar: Sp�ater: Testen und Selektierendur
h Pattern Mat
hing; jetzt: explizit℄Typvors
hriften:� C 2 �(n) ) C 2 �(
n;
)� sel-i 2 �(
;
) [nur partiell℄� is-C 2 �(
;b)� ifs 2 �(bss;s)Zu �� betra
hten wir (zun�a
hst) eine feste strikte ��-Interpretation, die strikteKonstruktor-Interpretation A� = h bA�;��i mit� Ab� := IB = f false ; true g� A
� := T�und� ��(f) := f� C(t1; :::; tn) := C t1:::tn� sel-i(C t1:::tn) := ti, falls 1 � i � n� sel-i(C t1:::tn) := ?
, sonst[Grundfunktionen partiell; erweitern℄� is-C(C t1:::tn) := true� is-C( eC t1:::tn) := false f�ur eC 6= C� ifs wie sonst[Kommentar: sp�ater ni
ht strikt; unendli
he Datenstrukturen mit Hilfe partiellerTerme℄



4.1 Strikte, homogene Konstruktoren 35mit strikter Fortsetzung auf die 
a
hen Halbordnungen bT� = T� [� f?
g und
IB = IB [� f?bg.Folgerung R 2 Rek(
n;
)��bere
hnet eine n-stellige Operation auf Konstruktortermen, und zwar eine strikte(
bv) und eine ni
ht-strikte (
bn) Variante.Beispiel: IN : f0(0); S(1)g =: �; IN = T� = f0; S0; SS0; :::g! Universalit�at, �UbungModi�kation der Sta
kmas
hine (zun�a
hst f�ur den strikten Fall: 
bv)Spei
herung eines Terms in einer Zelle ist unrealistis
h; Erweiterung der Sta
kmas
hine um eine Graphkomponente GR:Graphmas
hine: (vgl. Folie 4.2)
...

�� C � � �D � � A E �A B B
22 rapaFKGRDKPSBZ: 3 - ����� ? SSSw? CCW ? ��HHHHHHHHY PPPPi������R

Darstellung eines Konstruktorterms:Beispiel: C(D(A); D(B)) liefert GraphC/ \D D| |A B



36 4 KONSTRUKTOREN, UNENDLICHE DATENSTRUKTUREN
Tabelle: 0 A1 (D,0)2 B3 (D,2)  Konstruktorknoten4 (C,1,3)Modellierung von GR:� GAdr := IN (Graphadressen)� GKno := f(C; p1; :::; pn)jn 2 IN;C 2 �(n); pi 2 GAdrg (Graphknoten)� GR := fgjg : GAdr � ! GKno;Def(g) = f0; 1; :::; k � 1g; k 2 INgSpei
hervergabe mit der Funktionfree : GR! GAdr,free(g) := k, falls Def(g) = f0; :::; k � 1gdur
h die Bezei
hnung g[k=(C; p1; :::; pn)℄ f�ur die Grapherweiterung von g an der Stel-le k um den Knoten (C; p1; :::; pn)(! wi
htig: Spei
herfreigabe)Zustandsraum Z := BZ �DK � FK �GR mit� DK := (GAdr [ IB)� Datenkeller� FK := (GAdr [ PAdr [ IN)� Funktionskeller(Padr: Programmadressen)Zustand z = (m; d; h; g)Befehlssatz : Neue Befehle zur Ausf�uhrung der strikten Grundoperationen f�ur Kon-struktion, Selektion und C-Test anstelle der EXEC f -Befehle:� NODE C statt EXEC C� TEST C statt EXEC is-C� SEL i statt EXEC sel-i(** Folie 4.1 ** Beispiel: Funktionss
hema auf Konstruktortermen)(** Folie 4.2 ** Strikte Graphmas
hine)[Kommentar: "Sharing\: gemeinsame Zeiger auf Teilterme (dags: dire
ted a
y
li
 graphs:keine Zyklen)Node C-Befehl legt neuen Konstruktorknoten an ℄[Kommentar: Sp�ater: ni
ht-strikte Graphmas
hine! unendli
he Datenstrukturen



4.1 Strikte, homogene Konstruktoren 37! Funktionen h�oherer Ordnung℄Befehlssemantik :C[[NODE C℄℄(m; d; h; g) :=if C 2 �(n) and d = d0 : p1 : ::: : pn and p1; :::; pn 2 GAdr and free(g) = kthen (m + 1; d0 : k; h; g[k=(C; p1; :::; pn)℄)[p1; :::; pn vom DK nehmen und Adresse des neuen Knotens ablegen;Graph um neuen Knoten C mit Zeigern p1; :::; pn erweitern℄C[[TEST C℄℄(m; d; h; g) :=if d = d0 : p and g(p) = (C; :::)then (m + 1; d0 : true ; h; g) [p vom DK nehmen℄else if d = d0 : p and g(p) = ( eC; :::) and eC 6= Cthen (m + 1; d0 : false ; h; g)[Kommentar: Instrumentarium f�ur Implementierung des Pattern Mat
hing: TEST undSEL℄C[[SEL i℄℄(m; d; h; g) :=if d = d0 : p and g(p) = (C; p1; :::; pn) and 1 � i � nthen (m + 1; d0 : pi; h; g)[Kommentar: beim LOAD i kommt es zu Sharing ; wieviele Zeiger zeigen auf ein Ob-jekt? ! Garbage Colle
tion℄�Ubrige Befehle (JMP i; JMC i; LOAD i; CALL (i; n); RET ) eventuell modi�zieren.Programmsemantik :�Ubersetzung: EXEC f dur
h neue Befehle ersetzen [Kommentar: rekursives Funkti-onss
hema �ubersetzen℄Anfangszustand der Graphmas
hine:Bere
hnung von Termfunktionen f : T n� � ! T�. Start
ode zur Darstellung einesFunktionsargumentes (t1; :::; tn) in der Graphkomponente mit Zeigern auf diese Gra-phen.Beispiel: (t1; t2) = (C(A;B); A)1: NODE A;2: NODE B;3: NODE C;4: NODE A;5: CALL (m(F1),2);(** Graphen na
h einzelnen Befehlen... **)



38 4 KONSTRUKTOREN, UNENDLICHE DATENSTRUKTUREN(** Folien 4.3-4.5 ** Beispiel f�ur Bere
hnung der Graphmas
hine)Anstelle des Start
odes verwenden wir lieber eine Funktion, die die Eingabe in einenStartzustand umre
hnet; also wie bei der "numeris
hen\ (d.h. ni
ht-Graph-) Sta
k-mas
hine.4.2 Ni
ht-strikte, homogene KonstruktorenUnendli
he Listen:list 1 = 1 : list 1from n = n : from (n+1)in abstrakterer Form:F = C(A; F )G x = C(x;G(Sx))Bisher: C strikt ) F = ? (z.B. �uber Fixpunktsemantik: C(A;?) = ?, da C strikt)G = �x:C(x;GSx)= �x: C(x; (�x:?)(Sx)| {z }? )| {z }?; da C striktliefert G = �x:?Alternativ: F = C(A;C(A;C(A; ::::: )F: C/ \A C/ \A ...G x = C(x; C(Sx; C(SSx; ::: )G x: C/ \x C/ \S C| / \x S C| ...S|x



4.2 Ni
ht-strikte, homogene Konstruktoren 39[Kommentar: ni
ht regul�ar: entspri
ht fanbnjn 2 INg; das Beispiel F ist regul�ar.℄[Kommentar: betra
hte als Grammatik, in der die Nonterminalsymbole Parameter haben.℄Approximation dur
h endli
he Teilb�aumeNi
ht-strikte Konstruktoren:Die 
a
he Halbordnung 
T� := T�[f?g rei
ht ni
ht aus: ? tritt innerhalb der Termeauf. Neue Qualit�at: unendli
he B�aume / Terme.Dies f�uhrt zur vollst�andigen Halbordnung CT� (CT = 
ontinuous trees)De�nition (partieller �-Term)Die Menge PT� := T�[� ?(0)der partiellen �-Terme ist halbgeordnet dur
h die Relation � mit(i) ? � t und t � t f�ur alle t 2 PT�(ii) C t1:::tn � C t01:::t0n, falls ti � t0i f�ur alle 1 � i � nBeispiel: C C/ \ / \S C <= S C| / \ | / \bot A bot C A S/ \ |A B bot[t1 � t2 au
h au�a�bar als "t2 �uberlagert t1℄Darstellung eines unendli
hen Terms dur
h die Menge aller (!) Approximationen ausPT� [eine sol
he Menge nennen wir ein Ideal ℄A
htung: PT� ist ni
ht vollst�andig, da z.B.? � S(?) � S(S(?)) � :::keine obere S
hranke besitzt.CT� als Idealvervollst�andigung von PT�:De�nition (Ordnungsideal)Sei A = hA;�i eine Halbordnung und T � A geri
htet (d.h.: 8a; b 2 T 9
 2 T :fa; bg � 
). T hei�t Ideal (Ordnungsideal) :()8a; b 2 A : a � b; b 2 T ) a 2 T



40 4 KONSTRUKTOREN, UNENDLICHE DATENSTRUKTURENBeispiel: HauptidealF�ur jedes a 2 A bestimmt Id(a) := fb 2 Ajb � ag das sogenannte Hauptideal von a.SatzSei A = hA;�i eine Halbordnung mit kleinstem Element ?A. Dann bildetId(A) := fT � AjT Ideal von Agmit T1 � T2 :() T1 � T2 eine vollst�andige Halbordnung.Beweis: Sei T � Id(A) geri
htet. FT := SfT jT 2 T g ist ein Ideal:a; b 2 F T ) 9T1; T2 2 T : a 2 T1; b 2 T2. Da T geri
htet ist, gibt es eine gemeinsa-me Obermenge T0 2 T : T1; T2 � T0. Da T0 (als Ideal) geri
htet ist, gibt es ein 
 2 T0mit a; b � 
.Teilmengeneigens
haft von F T klar.FolgerunghA;�i ist dur
h a 7! Id(a) in hId(A);�i einbettbar.Anwendung auf Konstruktorterme:CT� := Id(hPT�;�i)CT� bildet bez�ugli
h Inklusion die vollst�andige Halbordnung der unendli
hen �-Terme. Sie enth�alt �uber die Einbettung t 7! Id(t) die Halbordnung der partiellenTerme PT�.(Zur Bezei
hnung: CT = 
omplete trees)ZerlegungslemmaSei T 2 CT� und T 6= f?g. Dann existieren C 2 �(n) und T1; :::; Tn 2 CT� mitT = fC t1:::tn j ti 2 Ti; 1 � i � ng [ f?g =: C T1:::TnDabei sind C, T1; :::; Tn eindeutig bestimmt.Beweis: �Ubung.Beispiel: fC(A;?); C(A;C(A;?)); :::g[f?g ist geri
htet (aber no
h kein Ideal! z.B.A; ?).Totale �-Terme: T� sei die Menge der partiellen B�aume ohne ?-Bl�atter. Dann giltT� � PT� � CT�wobei die zweite Inklusion im Sinne der Einbettung aufzufassen ist.Ni
ht-strikte Konstruktoren�� bestimmt die folgende ni
ht-strikte Konstruktor-Interpretation mit CT� als Wer-teberei
h (neben fIB):



4.2 Ni
ht-strikte, homogene Konstruktoren 41� C 2 �(n) 7! C(T1; :::; Tn) := C T1:::Tn[Kommentar: 1976: "Cons should not evaluate its arguments\; wurde in LISP-Implementierungenni
ht hinrei
hend ber�u
ksi
htigt. (Friedman, Wyse) ℄� sel-i(C T1:::Tn) := Ti, falls 1 � i � nsel-i(C T1:::Tn) := f?g, sonstsel-i(f?g) := f?g� is-C(C T1:::Tn) := trueis-C( eC T1:::Tn) := false f�ur eC 6= Cis-C(f?g) := ?boolBemerkung zu is-C: CT� ! fIB. W�urde man is-C(f?g) = false de�nieren, so w�areis-C unstetig (! Fixpunktsatz ni
ht anwendbar), denn:f?g � fC:::g, aber f�ur die Bilder gilt false 6� true , also: ni
ht monoton ) ni
htstetig.Vers
hiedene Grade der Ni
ht-Striktheit:Konstruktoren: C(f?g; T2; :::; Tn) := C f?gT2:::Tn (starke Ni
ht-Striktheit)Selektion / Test: sel-2(C f?gT2) = T2, is-C(C f?gf?g) = true (s
hwa
he Ni
ht-Striktheit)Beispiel: Wir su
hen L�osungen der Glei
hung F (x) = C(x; F (x)):a) strikt: T� [� f?g; F = �x:? (
a
he Halbordnung)b) ni
ht-strikt: CT� ni
ht-strikte KonstruktorinterpretationFixpunktsemantik mit ni
ht-strikten KonstruktorenDe�nition (ni
ht-strikte Fixpunktsemantik)SeiR 2 Rek(
n;
)�� , Interpretation CT�. (R;CT�) bestimmt eine stetige Transformation�(R;CT�) : FR! FR Einsetzungsfunktional(alles ist ni
ht-strikt, insbesondere au
h Projektionen und konstante Funktionen)Die ni
ht-strikte Fixpunktsemantik ist de�niert dur
hMCT�[[R℄℄ := proj1(fix(�(R;CT�))) : CT n� ! CT�De�nition (Reduktionssemantik)Kein Re
hnen auf unendli
hen Termen, nur potentiell unendli
he Terme, Datenstruk-turen[Kommentar: interessanter: heterogene Konstruktoren, z.B. 
ons : X � [X℄! [X℄ ℄Hier: nur endli
her Anteil der Fixpunktsemantik:MfinCT�[[R℄℄ : T n� � ! T�



42 4 KONSTRUKTOREN, UNENDLICHE DATENSTRUKTURENDe�nition (Bere
hnungsterm)B := T��[F1;:::;Fr℄(;) = T��[F1;:::;Fr℄Die Bere
hnungsterme enthalten: C, is-C, sel-i, if, F ; ni
ht: x;?.B = Bb [� B
.irreduzible Normalformen:� f true ; false g � Bb� T� � B
[Kommentar: Bei Selektion mu� ein Term solange ausgewertet werden, bis das Kopfsym-bol (Konstruktor!) feststeht. Daher: ℄De�nition (Kopfnormalform)C t1:::tn 2 B
 hei�t in Kopfnormalform.Reduktionsregeln:� Konstantenreduktion:sel-i C t1:::tn ! ti, falls C 2 �(n); 1 � i � n und t1; :::; tn 2 B
is-C C t1:::tn ! true, falls C 2 �(n) und t1; :::; tn 2 B
is-C eC t1:::tn ! false, falls C 2 �(n), t1; :::; tn 2 B
 und C 6= eC.[Kommentar: Argument von sel-i / is-C mu� in Kopfnormalform sein. Steht vorneein F , dann kann ni
ht reduziert werden.℄� Verzweigungsreduktion (vie vorher)� Funktionsaufruf (wie vorher)Reduktionssemantik : wie fr�uher (ni
ht-deterministis
h und kon
uent)Korollar: F�ur t 2 B gibt es h�o
hstens eine irreduzible Normalform 
 mit t)� 
.De�nition (Reduktionssemantik)F�ur R 2 Rek(
n;
)�� , 
1; :::; 
n; 
 2 T� de�nieren wirMredCT�[[R℄℄ :() F1
1 :::
n )� 
Satz:MfinCT�[[R℄℄ =MredCT�[[R℄℄[Kommentar: Beweis: Diplomarbeit S
hitil ℄Auswertungsstrategie:LO-Strategie: erster reduzierbarer Teilterm von t 2 B in Pr�a�xnotation� Falls t1 ! t2, dann t1 )LO t2.� C 
1:::
i�1ti:::tn )LO C 
1:::
i�1t0iti+1:::tn,falls C 2 �(n); 
1; :::; 
i�1 2 T� (irreduzibel) und ti )LO t0i.



4.2 Ni
ht-strikte, homogene Konstruktoren 43� is-C t)LO is-C t0, falls t)LO t0 und t ni
ht in Kopfnormalform� sel-i t)LO sel-i t0, falls t)LO t0 und t ni
ht in Kopfnormalform� if t0 t1 t2 )LO if t00 t1 t2, falls t0 )LO t00(d.h. t0 6= true,false, denn z.B. true 6)LO)Lemma:Die LO-Strategie ist deterministis
h sowie korrekt und vollst�andig bez�ugli
hMfin.(** Folie 4.6 ** Beispielreduktion LO)(** Folie 4.7 ** Beispiel: +(x; y) mit Suspensionsknoten)Zur Implementierung:Idee: Auswertung von Argumenten verz�ogernBisher: Kellerte
hnik mit Zugri� auf tiefere Funktionsbl�o
ke ausrei
hend ("Deletion-Strategie\) (d.h.: na
h Funktionsaufruf werden Daten gel�os
ht)Jetzt: Ergebnis einer Funktion kann wegen der verz�ogerten Bere
hnung von Kon-struktortermen abh�angig von Parametern sein ("Retention-Strategie\)Beispiel: F x =sel-1(G x), G x = Cons(x+ 1; Nil)Aufruf: F (17)Im ersten S
hritt wird ein Blo
k f�ur F aufgebaut: [0j1j17℄.Um das Argument von sel zu verarbeiten, wirdG aufgerufen: [�j1j17jj0j1j17℄; [Consj�j℄.Dabei ist � die Adresse f�ur den Code von x + 1 - dieser ben�otigt die 17 aus demG-Blo
k! Bei Kellerte
hnik w�urde aber der G-Blo
k zu fr�uh gel�os
ht.Stattdessen erzeugen wir einen Suspensionsknoten:[Consj� # j℄[SUSPj�j1j17℄ (1 = n: Anzahl der Parameter)L�osung: Suspensionsknoten als Argumente von Konstruktorknoten, mit Codeadresseund Parametern f�ur sp�atere Argumentbere
hnung (= retention strategy)(SUSP,
a; n; p1; :::; pn): Closure / Abs
hlu�Modi�kation der Graphmas
hine:� Weitere Graphknoten: (SUSP,
a; n; p1; :::; pn)mit 
a 2 PAdr; n 2 IN; pi 2 GAdr� Zus�atzli
he Befehle:SUSPEND 
a (Erzeugung von Suspensionsknoten)EVAL (Suspensionsknoten au
�osen, falls er gebrau
ht wird (Auswertung)Befehlssemantik :C[[SUSPEND 
a℄℄(m; d; h; g) :=if 
a 2 PAdr and h = ra : n : p1 : ::: : pn : h0 and free(g) = kthen (m + 1; d : k; h; g[k=(SUSP; 
a; n; p1; :::; pn)℄)



44 4 KONSTRUKTOREN, UNENDLICHE DATENSTRUKTUREN[Kommentar: h, ni
ht h0: nur Kopieren des obersten Blo
ks℄C[[EV AL℄℄(m; d; h; g) :=if d = d0 : p and g(p) = (C; :::)then (m+ 1; d; h; g) [NOP ℄else if d = d0 : p and g(p) = (SUSP; 
a; n; p1; :::; pn)then (
a; d0; m + 1 : n : p1 : ::: : pn : h; g)[Kommentar: Am Ende der Bere
hnung soll auf dem Datenkeller statt eines Zeigers aufeinen Suspensionsknoten ein Zeiger auf einen Konstruktorknoten stehen.℄�Ubersetzung: �ahnli
h zu ni
ht-striktem Sta
k
ode, jedo
h hier keine X-Bl�o
ke son-dern SUSP-Knoten.Modi�kation von et:� et(xij; m) :=m : LOAD j;m+ 1 : EV AL;� et(sel-iu;m) :=et(u;m)m1 : SEL i;m1 + 1 : EV AL;� et(is-Cu;m) :=et(u;m)m1 : TEST C;� et(if u0u1u2; m): wie bisher� et(C u1:::un; m) :=m : JMP m0;et(u1; m1)m01 : RET ;:::et(un; mn)m0n : RET ;m0 : SUSPEND m1;:::m0 + n� 1 : SUSPEND mn;NODE C;� et(Fi u1:::un; m) :=m : JMP m0et(u1; m1)m01 : RET ;



4.3 Heterogene Konstruktoren 45:::et(un; mn)m0n : RET ;m0 : SUSPEND m1;:::m0 + n� 1 : SUSPEND mn;CALL (m(Fi); n);Dieser ni
ht-strikte Graph
ode bere
hnet die FunktionMfinCT�[[R℄℄ : T n� � ! T�nur im folgenden Sinn:Eingabe-Kodierung :input (t1; :::; tn) = (1; "; 0 : n : p1 : ::: : pn; g)mit g(pi) :=die Graphdarstellung von ti 2 T�Das Ergebnis kann no
h Suspensionsknoten enthalten. Daher:output (0; p; "; g) := se(g; p) (se = Suspensionsknoten-Eliminierung) undse : GR�GAdr � ! T�.(** Folie 4.7 ** Beispiel: +(x; y) mit Suspensionsknoten4.3 Heterogene KonstruktorenKonstruktoren zur Modellierung von Datenstrukturen (Listen, B�aume, ...)Auftreten vers
hiedener TypenBisher: Zwei Welten: a) numeris
h, b) symbolis
ha) � = hS;
i Signatur mit Verzweigung,strikte Grundoperationen,strikte oder ni
ht-strikte Projektionen und konstante Funktionen;
a
he Halbordnung, kein Heapb) �� Konstruktorsignatur,ni
ht-strikte Grundoperationen,unendli
he B�aume (Terme);Heap mit SuspensionsknotenJetzt: Beide Welten vereinigen: numeris
h und symbolis
hStandardbeispiel: Listen: int, list
ons : int� list! list,nil : ! list



46 4 KONSTRUKTOREN, UNENDLICHE DATENSTRUKTURENDe�nition (Konstruktorbasierte Signatur mit Verzweigung)Sei � = hS;
i eine Signatur mit Verzweigung. � hei�t konstruktorbasiert :()� S = BS [� CS (Basis- und Konstruktorsorten)� 
 = BOp [� COp [� TOp [ SOp (Grund-, Konstruktor-, Test- und Selektions-operationen)� BOp ist eine BS� � BS-sortierte Menge (der Grundoperationssymbole)� COp ist eine S� � CS-sortierte Menge (Konstruktoren)[Kommentar: Argumentsorten sowohl Basis- als au
h Konstruktorsorten℄� TOp := f is-C jC 2 COp; �(C) = (s1:::sn; s); 1 � j � ng�(C) = (s1:::sn; s)) �(sel-C-j = (s; sj).De�nition (Konstruktorbasierte Interpretation)Sei � = hS;
i eine konstruktorbasierte Signatur mit Verzweigung. Sei A = h bA;�ieine hBS;BOpi-Interpretation [Striktheit!℄. Diese bestimmt eine Konstruktorbasierte�-Interpretation CA := h bA [� [fCT sCOpjs 2 CSg; 
i(Bea
hte: an den Bl�attern der COp-B�aume sind bA-Elemente m�ogli
h.)� 
(f) := �(f) f�ur f 2 BOp� 
(C)(t1; :::; tn) := C t1:::tn(unendli
he B�aume; s
hreibe wieder ti statt Ti)� 
(is-C)(t) :=true, falls t = C:::
(is-C)(t) :=false, falls t = eC:::; eC 6= C� 
(sel-C-j)(C t1:::tn) := tj("sonst\ := ?sj )Implementierung :Zus�atzli
he Befehle� BOX : verwandelt a 2 A vom DK in einen Heapknoten.� UNBOX : holt den Inhalt eines Datenknotens auf den DK.Die Mas
hine besitzt dann drei Arten von Knoten:� Konstruktorknoten� Suspensionsknoten� Datenknoten(** Folie 4.8 ** Beispiel: heterogene Konstruktoren)(** Folie 4.9 ** Vereinfa
hte Programmierung mit CASE -Befehl)



4.4 Pattern Mat
hing 474.4 Pattern Mat
hingEinfa
here Programmierung dur
h implizites Testen und Selektieren von Konstruk-tortermen beim Pattern Mat
hing.Syntaktis
he Alternative: Argumentmuster auf linken Seiten von Funktionsde�nitio-nenBeispiel: F (0) = S(0), F (S(n)) = S(n) � F (n) stattF (n) = if is-0(n) then S(0) else n � F (sel-1(n))Allgemeiner: F : CT� � ! CT�; � = fC1; :::; Crgeine Funktion F wird bes
hrieben dur
hF (C1 x11:::x1n1) = t1...F (Cr xr1:::xrnr) = trmit ti 2 T�(xi1; :::; xini).BemerkungenVorteile:� keine explizite Verzweigung, Test, Selektion erforderli
h� �ubersi
htli
herAllgemeinere Pattern sind m�ogli
h.Implementierung :a) �Ubersetzung in Test/Selektor-Formb) Verwendung eines neuen CASE -BefehlsCASE (C1; �1; :::; Cr; �r)� = fC1; :::; Crg; �i 2 PAdr(** Folie 4.9 ** Beispiel: �Ubersetzung mit CASE)5 Funktionen h�oherer OrdnungBisher: nur Basiswerte als Argumente von Funktionen zugelassen; rekursive Funkti-onsde�nitionen erster OrdnungJetzt: au
h Funktionen als Argumente und Werte zugelassen ! Funktionale bzw.Funktionen h�oherer OrdnungBeispiel:fold :: (a! a! a)! a! ([a℄! a)



48 5 FUNKTIONEN H�OHERER ORDNUNGfold f 
 [℄ = 
fold f 
 (h : t) = h `f ` (fold f 
 t)Damit lassen si
h z.B. sum und prod ausdr�u
ken:� sum i = fold (+) 0 [1::i℄� prod i = fold (�) 1 [1::i℄Skelett : Abstraktion algorithmis
her Muster, z.B. DC (divide/
onquer)HOF's (higher order fun
tions): m�a
htige Programmierte
hnik von FPS (Funktiona-len Programmier-Spra
hen)Formaler Rahmen: Lambda-Kalk�ul (Chur
h, 1936)Konstruktion von Funktionen dur
h Abstraktion und Applikation:� Abstraktion: 5; �x:5F (x; y) = t; F = �(x; y):t(� Lifting vom Datenlevel auf Funktionslevel)� Applikation: ��(x; y):t(5; 3)�; (�-Reduktion) t[x=5; y=3℄Zwei Arten von Lambda-Kalk�ul:� ungetypter Lambda-Kalk�ul :Selbstapplikation (EE)universell : jede bere
henbare Funktion ist �-de�nierbar; mit Selbstapplikationist Rekursion simulierbar.� getypter Lambda-Kalk�ul :getypte Applikationerfordert explizite RekursionCurrying : Der kanonis
he Curry-IsomorphismusI : [A� B ! C℄! [A! [B ! C℄℄; I(f)(a)(b) := f(a; b)(keine Stetigkeit im Symbol [::: ! :::℄) erlaubt die Elimination kartesis
her Typen;statt �(f) = s1 � :::� sn ! s einfa
h s1 ! :::! sn ! sKonvention: Klammerung re
htsassoziativpartielle Applikation: fa, fab (es m�ussen ni
ht "alle\ Argumente �ubergeben werden.)5.1 Der getypte ��-Kalk�ulDer getypte ��-Kalk�ul ist ein getypter Lambda-Kalk�ul mit Rekursion und Funktio-nen h�oherer Ordnung (ohne kartesis
he Typen)



5.1 Der getypte ��-Kalk�ul 49Syntax : Sei � = hS;
i eine Signatur mit bool 2 S [if kein Grundsymbol!℄De�nition (Typ h�oherer Ordnung)Die Menge Typ(S) der Typen h�oherer Ordnung �uber S ist induktiv de�niert dur
h� S � Typ(S)� t1; t2 2 Typ(S)) (t1 ! t2) 2 Typ(S)Konvention: Klammern k�onnen weggelassen werden, wenn man Re
htsklammerungvereinbart: t1 ! t2 ! t3 = (t1 ! (t2 ! t3))De�nition (��-Ausdru
k �uber �)Sei V eine Typ(S)-sortierte Menge von Variablen, so da� f�ur jeden Typ t 2 Typ(S)V t abz�ahlbar ist.Dann de�nieren wir die Menge Exp(�) der Typ(S)-sortierten ��-Ausdr�u
ke �uber �als kleinste Menge E mit folgenden Eigens
haften:1. 
(";s) � Es, 
(s1:::sn;s) � Es1!:::!sn!s (Konstanten)2. V � E (Variablen)3. e 2 Ebool; e1; e2 2 Et ) if e then e1 else e2 � 2 Et (Verzweigung)4. x 2 V t1 ; e 2 Et2 ) �x:e 2 Et1!t2 (Abstraktion)5. e1 2 Et1!t2 ; e2 2 Et1 ) (e1e2) 2 Et2 (Applikation)6. x 2 V t; e 2 Et ) �x:e 2 Et (Rekursion)Beispiel: Fakult�atsfunktion�F:�x: if ((= x)0) then 1 else ((�x)F ((�x)1))) �[Kommentar: vgl. Satz von Kleene �uber regul�are Ausdr�u
ke / endli
he AutomatenAnalog:� einstellige Rekursion (universell) (skalare Rekursion, aber ges
ha
htelt)� Kombinatorsysteme (Glei
hungen) (nur eine �au�ere Rekursion)Vgl. Glei
hungssysteme zur Bestimmung der von einem endli
hen Automaten akzeptiertenSpra
he℄(** Folie 5.1 ** ��-Ausdr�u
ke)Fixpunktsemantik :



50 5 FUNKTIONEN H�OHERER ORDNUNGDe�nition (Funktionenraum)Sei A = h bA;�i eine strikte �-Interpretation. ( if =2 �) Diese bestimmt die Typ(S)-sortierte Menge Fun(A) der Funktionenr�aume �uber A:Fun(A)s := 
As = As [� f?sg; Fun(A)t1!t2 := [Fun(A)t1 ! Fun(A)t2℄[stetige Funktionen!℄Wir wollen freie und gebundene Variablen unters
heiden k�onnen:De�nition (Umgebung)Env(A) sei die Menge der Umgebungen �uber A:� 2 Env(A) :() � : V ! Fun(A) sortentreuEine Umgebung gibt Werte f�ur die freien Variablen vor.De�nition (Ausdru
kssemantik)E : Exp(�)� Env(A)! Fun(A)wird induktiv �uber den Aufbau von Exp(�) festgelegt: E [[e℄℄� 2 Fun(A):1. E [[
℄℄� := 
A (= �(
))E [[f ℄℄� := fA, eigentli
h I(fA), Curry2. E [[x℄℄� := �(x); x 2 V3. E [[ if e then e1 else e2 � ℄℄� :=E [[e1℄℄�, falls E [[e℄℄� = trueE [[e2℄℄�, falls E [[e℄℄� = false?, falls E [[e℄℄� = ?4. E [[�xt:e℄℄� := �Fun(A)t ! Fun(A) : v 7! E [[e℄℄�[x=v℄�5. E [[(ee1)℄℄� := E [[e℄℄��E [[e1℄℄��6. E [[�xt:e℄℄� := fix�v 2 Fun(A)t 7! E [[e℄℄�[x=v℄�("Einsetzungsfunktional\)(** Folie 5.2 ** Freie / gebundene Variablen)free(t); bound(t). Variablen k�onnen in einem Term sowohl frei als au
h gebundensein: 9t : free(t) \ bound(t) 6= ;De�nition (Programm)1. e 2 Exp(�) mit free(e) = ; hei�t ges
hlossen.



5.1 Der getypte ��-Kalk�ul 512. Sei w = s1:::sn 2 S� und s 2 S.��Prog(�)(w;s) := fe 2 Exp(�)s1!:::!sn!s j free(e) = ;gist die Menge der ��-Programme �uber � vom Typ (w; s).3. F�ur ein e 2 ��Prog(�)(w;s) ist die SemantikMA[[e℄℄ : dAs1 � :::� dAsn ! 
Asde�niert dur
hMA[[e℄℄(a1; :::; an) = a :() E [[e℄℄�?(a1)(a2):::(an) = a(mit �?(x) := ? 8x)Reduktionssemantik von ��-Programmen��-Bere
hnungsausdr�u
ke: ��-Ausdr�u
ke mit Konstanten a 2 ADe�nition (Bere
hnungsausdru
k)Die Menge B der ��-Bere
hnungsausdr�u
ke �uber � und A ist induktiv als Typ(S)-sortierte Menge de�niert dur
h(0) As � Bs1)-6) wie bei Exp(�)De�nition (Substitution)Sei y 2 V t und u 2 Bt. F�ur e 2 B de�nieren wir die Substitutione[y=u℄induktiv dur
h(0) a[y=u℄ := a(i) f [y=u℄ := f(ii) x[y=u℄ := if x = y then u else x(iii) ( if e0 then e1 else e2 � )[y=u℄ := if e0[y=u℄ then e1[y=u℄ else e2[y=u℄ �(v) (e1e2)[y=u℄ := (e1[y=u℄ e2[y=u℄)(iv) (�x:e)[y=u℄ := if x = y then �x:e else �x:(e[y=u℄)(vi) (�x:e)[y=u℄ := if x = y then �x:e else �x:(e[y=u℄)



52 5 FUNKTIONEN H�OHERER ORDNUNGBemerkung: Nur freie Vorkommen von y werden ersetzt.Beoba
htung: Diese syntaktis
he Substitution ist semantis
h korrekt, falls keinefreie Variable von u na
h Substitution gebunden wird.Eine hinrei
hende Bedingung daf�ur ist: bound(e) \ free(u) = ;.SubstitutionslemmaSei y 2 V t; u 2 Bt; e 2 B und � 2 Env. Wenn bound(e) \ free(u) = ;, so giltE [[e[y=u℄℄℄� = E [[e℄℄�[y=E [[u℄℄�℄Bemerkung: Dieses Lemma s
hl�agt die Br�u
ke zwis
hen denotationeller und Ope-rationssemantik.De�nition (Reduktionsregeln f�ur ��-Bere
hnungsausdr�u
ke)(i) Konstantenreduktion: [ni
ht in reinem �-Kalk�ul℄(:::((f a1)a2):::an)! fA(a1; :::; an) 2 A(ii) Verzweigungsreduktion:if true then u1 else u2 ! u1if false then u1 else u2 ! u2(if ni
ht strikt)(iii) �-Reduktion (Kopierregel):(�x:e u)! e[x=u℄,falls bound(e) \ free(u) = ;(iv) Fixpunkt-Reduktion:�x:e! e[x=�x:e℄,falls (free(e) n fxg) \ bound(e) = ; ["Abwi
keln\ entspri
ht einmaligem An-wenden des Fixpunktoperators℄(v) �-Konversion: Umbenennung von gebundenen Variablen:�x:e! �y:e[x=y℄, falls y =2 free(e) [ bound(e)�x:e! �y:e[x=y℄, falls y =2 free(e) [ bound(e)[Kommentar: Higher Order Konstrukte sind f�ur uns nur Hilfsobjekte: Programme startenmit First Order Objekten und liefern au
h ein sol
hes als Ergebnis.℄(** Folie 5.3 ** Beispiel: Fakult�at 1!)De�nition (Reduktionsrelation)Die Reduktionsrelation )� B � B ist induktiv de�niert dur
h(i) Wenn e! e0, dann e) e0(ii) Wenn e 2 B, dann e) e



5.1 Der getypte ��-Kalk�ul 53(iii) Wenn ei ) e0i (1 � i � 3), dann{ if e1 then e2 else e3 � ) if e01 then e02 else e03 �{ �x:e1 ) �x:e01{ (e1 e2)) (e01 e02){ �x:e1 ) �x:e01Satz (Chur
h-Rosser-Eigens
haft)) ist kon
uent, d.h. f�ur u; u1; u2 2 B mit u )� u1 und u )� u2 gibt es ein u0 2 Bmit u1 )� u0 und u2 )� u0.De�nition (Reduktionssemantik)F�ur ein ��-Programm e 2 ��Prog(�)(s1:::sn;s) ist die Reduktionssemantik von ebez�ugli
h A, MredA [[e℄℄ : As1 � :::� Asn � ! Asde�niert dur
h:MredA [[e℄℄(a1; :::; an) = a :() (:::((e a1)a2):::an))� aSatz (Korrektheit und Vollst�andigkeit der Reduktionssemantik)F�ur jedes e 2 ��Prog(�)(w;s) und (a1; :::; an; a) 2 Aws gilt:MA[[e℄℄(a1; :::; an) = a () MredA [[e℄℄(a1; :::; an) = aBeweis: Substitutionslemma.[Kommentar: Relative Bere
henbarkeitstheorie / Programms
hemata: �uber beliebigerBa-sis gilt: WHILE � GOTO � f rek. Ber. g � f Selbstanwendung g(alle Inklusionen sind e
ht: 6=)Herk�ommli
he Bere
henbarkeitstheorie: �uber IN : alles "=\. ℄[Kommentar: Problem bei �-Reduktion: "variable 
apture\: Term, der eingesetzt wird,enth�alt freie Variablen, die na
h Einsetzen im entstandenen Term gebunden sind.℄Die LO-AuswertungsstrategieVereinfa
hung: Bes
hr�ankung auf ges
hlossene ��-Bere
hnungsausdr�u
ke vom Basi-styp! Vermeidung von Variablenkon
ikten; somit ist keine �-Konversion n�otig.Beispiel: F�ur e = (�x:u1 u2) mit free(e) = ; gilt stets bound(u1) \ free(u2) = ;,weil free(u2) � free(e) = ;.F�ur e = �x:u mit free(e) = ; gilt stets (free(u) n fxg) \ bound(u) = ;, weil



54 5 FUNKTIONEN H�OHERER ORDNUNGfree(u) n fxg = ;.Bea
hte: Reduktion f�uhrt ni
ht aus dem Berei
h ges
hlossener ��-Bere
hnungsausdr�u
keheraus.De�nition (LO-Strategie)(
all by name, normal order, lazy evaluation)Sei gB := fe 2 Bbasis j free(e) = ;g die Menge der ges
hlossenen ��-Ausdr�u
ke vomBasistyp. Wir de�nieren )LO� gB � gB dur
h(i) Wenn u1 ! u2 (keine �-Konversion), dann u1 )LO u2(ii) (:::((:::(f a1):::ai�1)ui):::un) )LO (:::((:::(f a1):::ai�1)u0i):::un), falls "linke Sei-te\2 gB, (ui =2 A), ui )LO u0i.(iii) if u then u1 else u2 � )LO if u0 then u1 else u2 �, falls u)LO u0.(iv) (u1 u2))LO (u01 u2), falls u1 )LO u01.Lemma: )LO ist deterministis
h und korrekt bez�ugli
h der Fixpunktsemantik.[Kommentar: E [[xi℄℄� := �(x)) Ni
htstriktheit; es gibt au
h andere M�ogli
hkeiten.Verglei
he: wie wurden Projektionen / Konstanten interpretiert? ) strikt / ni
htstrikt.℄5.2 Der ungetypte Lambda-Kalk�ulA. Chur
h (1936): Pr�azisierung des Bere
henbarkeitsbegri�sNat�urli
he Zahlen, booles
he Ausdr�u
ke, Verzweigung et
. sind dur
h Lambda-Ausdr�u
kekodierbar.Merkmale: ungetypte Variablen, Abstraktion, ApplikationSei V eine abz�ahlbare Menge von Variablen.De�nition (Lambda-Ausdru
k)Die Menge � der �-Ausdr�u
ke sei de�niert dur
h� V � �� Wenn x 2 V; e 2 �, dann �x:e 2 �� Wenn e1; e2 2 �, dann (e1 e2) 2 �Ungetypte Applikation erlaubt Selbstapplikation (e e) und dadur
h eine Darstellungdes Fixpunktoperators Y := �f:(�x:(f(x x))�x:(f(x x)))



5.3 Kombinatorprogramme 55(kombinatoris
he Logik ; Curry: Kombinatoren S,K,I)(** Folie 5.4 ** Beispiel: Fixpunktoperator dur
h Selbstapplikation)[Kommentar: beliebte Pr�ufungsfrage℄Reduktionsregeln: �-Reduktion, �-Konversion und "Extensionalit�at\: �-Konversion:�x:(e x)! e, falls x =2 free(e)Literatur: Barendregt: The lambda 
al
ulus { its syntax and semanti
s, North Hol-land 1984Bemerkung: Semantik?Problem: Was bedeutet (e e) ?D1: projektiver Limes von D0; D1 = [D0 ! D0℄; Di+1 = [Di ! Di℄D1 = f(d0; d1; :::) j di 2 DigEs gilt: D1 �= [D1 ! D1℄.In diesem Raum kann (e e) als (e e) mit e 7! e erkl�art werden.5.3 Kombinatorprogramme��-Programme: beliebige S
ha
htelung von Abstraktion und RekursionEnts
ha
htelung dur
h� mehrfa
he Rekursion: �(x1; :::; xn):(e1; :::; en)� �-Lifting: Abstraktionen herausziehenResultat: Normalformmit einer �au�eren mehrfa
hen Rekursion, ohne innere Abstrak-tion.Syntax von Kombinatorprogrammen:Sei � = hS;
i eine Signatur mit bool 2 S. F�ur X � V de�nieren wir die MengeAExp(�; X) der applikativen Ausdr�u
ke �uber � und X als kleinste Typ(S)-sortierteMenge E mit(i) X [ 
 � E(ii) if e0 then e1 else e2 � 2 Et, falls e0 2 Ebool und e1; e2 2 Et(iii) (e0 e1) 2 Et1 , falls e0 2 Et0!t1 und e1 2 Et0Konvention: (e0 e1:::en) := (:::(e0 e1):::en)De�nition (Kombinatorprogramm)Ein Glei
hungssystem der Form (GS)F1x11:::x1n1 = e1...



56 5 FUNKTIONEN H�OHERER ORDNUNGFrxt1:::xrnr = erhei�t Kombinatorprogramm �uber �, falls gilt: Fi 2 V ti1!ti2!:::!tini!ti, xij 2 V tij ,ei 2 AExpti(�; fF1; :::; Fr; xi1; :::; xini j 1 � i � rg) und t11; :::; t1n1; t1 2 S (Basisty-pen)Bezei
hnung: (GS) 2 KProg(�).Bea
hte: Unters
hied zu Rek(�): hier "higher order\.Fixpunktsemantik : analog �rst order (ni
ht-strikt)Reduktionssemantik :A = h bA;�i sei eine �-Interpretation.Bere
hnungsterme: B := AExp(�; fF1; :::; Frg; A)[Kommentar: Die Elemente von A treten an die Stelle der Variablen.℄(keine Argument-Variablen, aber Konstanten aus A)Reduktionsregeln:� (f a1:::an)! fA(a1; :::; an) (Æ-Redex)� (Fi u1:::uni)! ei[xi1=u1; :::; xini=uni℄� if true then ... ! ...De�nition (LO-Auswertungsstrategie)� !�)LO� (f a1:::ai�1ui:::un))LO (f a1:::ai�1u0iui+1:::un), falls ui )LO u0i� if u ... )LO if u0 ..., falls u)LO u0[Kommentar: Bea
hte: keine spezielle Regel (F:::))LO (F:::), da F reduziert wird.℄� (u0 u1))LO (u00 u1), falls u0 )LO u00[Kommentar: Diese Auswertungsstrategie ist wieder deterministis
h und vollst�andig.℄Reduktionssemantik :... Fi(a1:::ani))�LO aBemerkung: Rek(�); KProg(�) � ��Prog(Die rekursiven Funktionsde�nitionen erster Ordnung sind in Kombinatorprogramme�ubersetzbar, und diese sind �aquivalent zur Menge der ��-Programme.[Kommentar: Verglei
he Satz von Kleene f�ur endli
he Automaten / regul�are Ausdr�u
ke:� � ()�.℄(** Folie 5.5 ** Beispiel: Ents
ha
htelung von ��-Programmen)(** Folie 5.6 ** Beispiel: Kombinatorreduktion (�b) )



5.3 Kombinatorprogramme 57Die Kombinator-Graphmas
hine:Implementierung der LO-StrategieProbleme:1. Verz�ogerte Argumentbere
hnung. Bisher:� Sta
kte
hnik mit X-Bl�o
ken bei Rekursion erster Ordnung� Heap-Te
hnik mit Suspensionsknoten bei Rekursion mit Konstruktoren2. Funktionen h�oherer Ordnung, partielle Applikationen! Sta
k-Te
hnik mit F-Bl�o
ken unzurei
hendL�osung: F-Bl�o
ke ebenso wie verz�ogerte Argumentbere
hnungen in den Heap verla-gern; statt Funktionskeller nun Kontroll-Keller.Graphknoten:1. Applikationsknoten (Funktionsknoten) (AP; '; arg1; :::; argp; i)mit ' 2 fF1; :::; Frg; p � rg('); i = rg(')� poder ' 2 
(s1:::sn;s); 0 < n; p � n; i = n� pund argr 2 A [GAdr. (rg(Fi) = ni)2. Suspensionsknoten (Argumentknoten) (SUSP; pa; arg1; :::; argn; n)mit pa 2 PAdr; argr 2 A [GAdr; n 2 INZustandsraum: Z := BZ �DK �GR�KK mit� BZ := PAdr = IN Programmadressen� DK := (A [GAdr)� Datenkeller (Spitze re
hts)� GR mit Applikations- und Suspensionsknoten� KK := (GAdr � PAdr)� Kontroll-Keller (Spitze links)[Kommentar: GAdr: Umgebung, PAdr: R�u
ksprungadresse℄(** Folie 5.7 ** Graphmas
hine)(** Folien 5.8, 5.9 ** Graphmas
hine Befehlssatz)Anfangs- und Endzustand:Eingabe: (a1; :::; an1) 2 Aw bestimmt den Anfangszustand (1; "; g0; k0) mit� g0(0) = (AP; F1; a1; :::; an1; 0); free(g0) = 1� k0 = (0; 0)Endzustand: (0; a; g; ") 7! a Ergebnis(** Folie 5.10 ** Codeerzeugung f�ur Kombinatorprogramme)(** Folie 5.11 ** Beispiel)(** Folie 5.12 ** Beispielre
hnung)



58 6 TYPKONZEPTE6 TypkonzepteInhalt:� Typdeklarationen in Gofer� Polymorphie� Monade6.1 TypdeklarationenVorde�nierte Typen: Int, Float, Char, BoolVorde�nierte Typkonstruktoren:� T1 ! T2 (Funktionen von T1 na
h T2)� (T1; T2) (Paare von Elementen aus T1 und T2)� [T ℄ (Listen �uber dem Elementtyp T )Typabk�urzung (ohne Rekursion)type String = [Char℄type Position = (Float,Float)type Pair a b = (a,b)(! parametris
he Polymorphie; a,b Typvariablen)Algebrais
he Datentypen (mit Rekursion):� Aufz�ahlungstypendata Color = Red | Yellow | Green(Color ist Typkonstruktor, Red, Yellow, Green sind Datenkonstruktoren.)data Bool = True | False� Verbundtypendata Position = Position (Float,Float)(vorne: Typkonstruktor, hinten: Datenkonstruktor)� Variante Verbunde und rekursive Datentypendata List a = NIL | Cons a (List a)(Typkonstruktor List (1-stellig), Datenkonstruktoren NIL, Cons)data BTree a = EmptyTree | Bran
h a (BTree a) (BTree a)leaves :: BTree -> Intleaves EmptyTree = 0leaves (Bran
h _ EmptyTree EmptyTree) = 1leaves (Bran
h _ l r) = leaves l + leaves r



6.2 Polymorphie 596.2 PolymorphieDe�nition (polymorph)Eine Funktion hei�t polymorph, wenn ihre Parameter vers
hiedene Typen annehmend�urfen.Dabei gibt es zwei Arten von Polymorphie:a) parametris
he Polymorphie, z.B. Listenoperationenb) Ad-ho
-Polymorphie: �Uberladen von OperatorenGenauer:a) Typvariablen in einem Typ ! polymorpher TypJeder Typ kann f�ur eine Typvariable eingesetzt werden. H�au�g bei algebrai-s
hen Datentypen.Beispiel:length :: [a℄ -> Int(++) :: [a℄ -> [a℄ -> [a℄head :: [a℄ -> atail :: [a℄ -> [a℄fst :: (a,b) -> as
d :: (a,b) -> bid :: a -> aif_then_else :: Bool -> a -> a -> ab) Die Glei
hheit ist ni
ht parametris
h-polymorph!(==) :: a -> a -> Bool(fals
h! weil die Glei
hheit von Funktionen ni
ht ents
heidbar ist: wegen desHalteproblems von Turingmas
hinen)L�osung: Eins
hr�ankung auf Typklassen:Die Typklasse Eq: Typen mit (==), (= =)
lass Eq a where(==), (/=) :: a -> a -> Boolx/=y = not(x==y)(==), (/=) :: Eq a => a -> a -> Bool( Eq a => ist der Kontext.)Exemplare der Typklasse Eq:instan
e Eq Int where (==) = primEqIntinstan
e Eq a => Eq [a℄ where[℄==[℄ = True(x:xs)==(y:ys) = x==y && xs==xs_==_ = Falseinstan
e (Eq a,Eq b) => Eq (a,b) where(x,y)==(x',y') = x==x' && y==y'



60 6 TYPKONZEPTEDie Unterklasse Ord von EqVerglei
hsoperationen:
lass Eq a => Ord a value(<),(>),(<=),(>=) :: a -> a -> Boolmin,max :: a -> a -> ax<y = x<=y && x/=yx>=y = y<=xx>y = y<=x && y/=xmax x y | x<=y = yotherwise = xmin x y | x<=y = xotherwise = yinstan
e OrdInt where (<=)=primLeIntinstan
e (Ord a,Ord b) => Ord (a,b) where(x1,x2)<=(y1,y2) = x1<y1 || x1==y1 && x2<=y2instan
e Ord a => Ord [a℄ where[℄<=_ = True(_:_)<=[℄ = False(x:xs)<=(y:ys) = x<y || x==y && xs<=ysBeispiel: sort :: Ord a => [a℄ -> [a℄6.3 Monaden� parametrisierter Datentyp zur Kapselung von Bere
hnungen� uniforme Behandlung von zus�atzli
hen Bere
hnungen dur
h geeignete Abstrak-tiontype M aresult :: a -> M abind :: M a -> (a -> M b) -> M bmit Typvariable a und variablem Typkonstruktor MEine Instanz von M mu� folgenden Glei
hungen gen�ugen:1. result x `bind` f = f x2. m `bind` result = m3. (m `bind` f) `bind` g = m `bind` (�x -> f x `bind` g)(Assoziativgesetz)Programmmodi�kation dur
h �Andern der Monade! Verbesserung von Modularit�at, Lesbarkeit, WartbarkeitBeispiel: Auswertung artihmetis
her Ausdr�u
ke



6.3 Monaden 61data AExp = Var Variable| Const Value| Plus AExp AExp| Let Variable AExp AExptype Value = Inttype Variable = Stringtype Env = [(Variable,Value)℄eval :: AExp -> Env -> M Valueeval (Var v) e = lookup v eeval (Const 
) e = result 
eval (Plus a1 a2) e = eval a1 e `bind` (\l v1 -> eval a2 e `bind`(\l v2 -> add v1 v2))eval (Let v a1 a2) e = eval a1 e `bind` (\l x -> eval a2(update e v x))Hilfsfunktionen:lookup :: Variable -> Env -> M Valuelookup v' ((v,x):e) | v'==v = result x| otherwise = lookup v' elookup v' _ = raise v'(Fehlerbehandlung)addV :: Value -> Value -> M ValueaddV x y = result (x+y)update :: Env -> Variable -> Value -> Envupdate e v x = (v,x):eZum Testen von eval:display :: Text a => M a -> Stringtest exp = display (eval exp[℄)1. Monade: Identit�atNur urspr�ungli
he Werte, keine Multiplikationtype I a = aresult = idbind x f = f xraise i = error "lookup failed"add = addVdisplay = show? test (Plus (Const 1) (Const 2))3? test (Var "x")Program error: lookup failed



62 6 TYPKONZEPTE2. Monade: FehlerbehandlungFehlerkontrolle dur
h das Programm selbst:data E a = Error String | Ok aresult x = Ok xbind m f = 
ase m ofError s -> Error sOk x -> f xraise s = Error sadd = addVdisplay (Error s) = "Error: "++sdisplay (Ok x) = "Ok: "++show x(Voraussetzung: a vom Typ text; Ausgabe m�ogli
h)Mit M a = E int ergibt si
h:? test (Plus (Const 1) (Const 2))Ok: 3? test (Var "x")Error: x3. Monade: ZustandstransformationZiel: Z�ahlen der ausgef�uhrten Additionen dur
h "Mits
hleppen\ einer Zustandskom-ponentedata ST a = Int -> (a,Int) % ST = statesresult x = \l z.(x,z)bind m f = \l z.let (x',z') = m zin f x' z'add :: Value -> Value -> ST Valueadd x y = in
r `bind` (\l k.addV x y)mitin
r :: ST () % (): trivialer Typin
r = \l z. ( (), z+1)raise x = error "lookup failed"display m = 
ase (m 0) of(x,z) -> "Count: "++show z % z = # dur
hgef. Add.++ "Value: "++show xMit M a = ST Int ergibt si
h:? test (Plus (Const 1) (Const 2))Count: 1 Value: 3? test (Let "x" (Plus (Const 8) (Const 13))(Plus (Var "x") (Var "x")))Count: 2 Value: 42
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