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Vorbemerkung

Dieses Skript wurde auf der Grundlage einer Vorlesungsmitschrift aus dem Winter-

semester 1995/96 von mir erstellt. Herr Stens, der die Vorlesung gehalten hat, hat

mich gebeten, darauf hinzuweisen, dafl es sich nicht um ein offizielles Skript

des Lehrstuhls handelt. Das Skript wurde also insbesondere nicht von Herrn

Stens durchgesehen oder korrigiert.

Das Skript ist leider auch nicht ganz vollsténdig: im hinteren Teil fehlen einige (sehr

ausfiihrliche, ,,technische®) Beweise.

Uber Hinweise auf eventuelle Fehler wiirde ich mich freuen. Falls jemand die Vor-

lesung auch gehort hat und Liicken durch eigenen TEX-Code ersetzen kann, wiirde

ich dieses Material gerne in das Skript integrieren. Dies gilt genauso fiir zum Thema

passende Seminar-Ausarbeitungen und #ehnliches. Ich hoffe, dafi das Skript einigen

von Euch eine Hilfe sein kann; ich habe es iibrigens damals zur Priifungsvorbereitung

erstellt.

Im World Wide Web liegt das Skript unter der Adresse
http://www-i2.informatik.rwth-aachen.de/ esser/docs/approx.ps.gz

als gzip-komprimierte PostScript-Datei; das gzip-Format kann unter Windows z.B.

mit WinZip entpackt werden.

Etwas Propaganda: Mit TEX arbeitet man am besten unter Linux, ;-)

Einleitung

1. Eine schwer zu berechnende Funktion f wird durch eine einfacher zu berech-
nende Funktion f ersetzt. ,Nédherungsweise® bedeutet z.B., dafi der Fehler
If — flciay klein sein soll.

2. Eine schwer zu verarbeitende Funktion f wird durch eine leichter zu verar-
beitende Funktion f ersetzt. Gesucht sei etwa ff f(u)du. Ersetze f durch f

und berechne fab f(u)du. Der Fehler |fab f(u)du — fab F(u)du| soll klein sein.

(numerische Quadratur)

3. Eine Funktion, die nur teilweise bekannt ist, wird durch eine Funktion ersetzt,
die iiberall bekannt ist. Sind etwa von f € Cfa,b] nur die Werte f(xy) fur



gewisse zj, € [a,b] bekannt, dann suche eine Funktion f, die auf ganz [a, b]
bekannt ist und fiir die der unter 1.) definierte Fehler |f — ﬂc klein ist oder
fiir die gilt: f(zx) = f(x) (Interpolation). Ein praktisches Beispiel hierfiir ist
die Rekonstruktion eines akustischen Signals aus diskreten Werten in einem
CD-Player.

4. Gesucht ist eine Losung y € X (X Funktionenraum) der Differentialgleichung
Ly = f mit einem Differentialoperator L und einer bekannten Funktion f.
Die exakte Losung y € X kann man in vielen Féllen nicht bestimmen. Wéahle
deshalb einen Teilraum Y C X und suche eine brauchbare Néherung y € Y
(— Methode der finiten Elemente).

Wir werden solche Néaherungen nicht fiir einzelne Funktionen bestimmen, sondern
Verfahren angeben, wie man fiir ganze Klassen von Funktionen geeignete Naherun-
gen konstruieren kann. Auerdem werden wir in der Regel nicht eine einzige Niherung
f konstruieren, sondern eine Folge (f,,)re, derart, daf der Fehler fiir n — oo immer
kleiner wird.

1 Approximierbarkeit — Weierstraf3-Séatze

In diesem Kapitel betrachten wir folgendes Approzimationsproblem: Gegeben sei ein
linearer Raum X von Funktionen, versehen mit einer Norm | - |x und ein linearer
Unterraum Y C X.

Frage: Existiert zu jedem f € X eine Folge (g,)52 o C Y mit lim, o0 [ f —gn|x =07

Als erstes konkretes Beispiel werden wir X = Cla,b] und Y = P (Menge aller Poly-
nome) behandeln.

Frage: Existiert zu jedem f € Cla, b] eine Folge von Polynomen (p,,) mit lim,, ., | f—
Inlclay = 07

(d.h. lim, oo pn(z) = f(z) gleichméBig auf [a, b))

Die positive Antwort auf diese Frage gibt der berithmte Satz von Weierstrafs (1885).
Aufgrund dieses Ergebnisses heiflen Sétze dieses Typs Weierstraf-Sdtze. Im ersten
Kapitel werden wir eine Reihe solcher Sétze fiir verschiedene Raume X und Un-
terrdume Y beweisen, darunter auch den oben zitierten.

1.1 Grundbegriffe aus der Funktionalanalysis
Definition 1

a) Sei X ein linearer Raum (Vektorraum, Linearsystem) iiber einem Korper @
(P =R oder & = C). Eine Abbildung | - |x : X — R heifit eine Norm auf X,
falls
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2. |[flx=0 <= f=0,
3. laflx =lal|flx Vf € X,a €@,
4.0 f+glx <|flx + lglx Vf, g € X (Dreiecksungleichung)

b) Ist X ein LR mit einer Norm | - |x, dann heifit X oder genauer das Paar
(X, | - |x) ein normierter linearer Raum (NLR).
Anstelle von | - |x schreibt man héufig || - |, wenn der zugehérige Raum aus dem

Zusammenhang klar ist.

Bemerkung 1 Aus (3) und (4) in Definition 1 folgt |f —g| < |f] + |g| und
A =Nl < 1 £ 9l Vf g € X.

Beispiel 1: Ist [a,b] C R ein kompaktes Intervall und Cla,b] der LR aller stetigen
Funktionen f : [a,b] — C, dann wird durch

Iflctan = 1flc = sup |£(z)] = mas, |(@)

a<z<b

eine Norm auf Cf[a,b] definiert, die als Supremumsnorm, Maximumsnorm oder
Tschebyscheff-Norm bezeichnet wird. (Cla, b], |-|c) ist also ein LNR.

Beispiel 2: Eine auf R definierte komplexwertige Funktion f heifit 2r-periodisch,
falls f(x+27) = f(x) Yo € R. Die Menge aller stetigen, 2m-periodischen Funktionen
f: R — C wird als der LR Cy, bezeichnet. Auf Cs, wird durch

[l = sup |f ()]
z€R

eine Norm definiert. Fiir diese Norm gilt:

|fle., = max|f(z)] = max |f(z)| = max [f(z)| (a€ R beliebig)

z€[0,27] z€[a,a+27)

Definition 2
Sei X ein NLR.

a) Eine Folge ()5, C X heiit konvergent (in X), falls ein f € X mit
lim | f, — f| = 0 existiert.
f heifit dann Grenzwert (GW) von (f,,).

b) Eine Folge (f,)32, € X heiBt Cauchy-Folge (CF), falls zu jedem ¢ > 0 ein
N € N existiert, so dafl

| fn — ful <& Vm,n € Ny mit m,n>N

¢) X heifit vollstindig oder Banach-Raum, falls jede Cauchy-Folge in X auch
einen Grenzwert in X besitzt.

Bemerkung 2
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a) Fir f € Cla,b] und (f,) C Cla, b] sind dquivalent:
1. (f,) konvergiert gleichmifig auf [a, b] gegen f,
2. lim |fn — flcpas = 0, d.h. (f,) konvergiert in der Cfa, b]-Norm gegen f.

b) Cla,b] ist unter der Maximumsnorm ein Banach-Raum.

c) Die Aussagen a) und b) gelten sinngemé8 auch fiir Cy,.
Definition 3

a) Eine Abbildung 7': X — Y, wobei X und Y NLR sind, wird auch als Operator
von X in (nach) Y bezeichnet.

b) Seien X,Y NLR iiber demselben Kérper ®. Ein Operator 7' : X — Y heifit
linear, falls

T(af+Bg)=alf+pTg Ve, fe®, fgeX

Definition 4
Sei X ein NLR. Eine Folge (7},) (linearer) Operatoren 7,, : X — X heifit linearer
Approzimationsprozefs auf X, falls lim |T,,f — f| =0 Vf € X.

Die Frage, ob eine gegebene Folge von Operatoren einen Approximationsprozefl bil-
det, ist eine der zentralen Fragen der Approximationstheorie.

1.2 Sitze von Bohman-Korovkin und Weierstrafl in Cla, b]

Definition 5
Fiir n € Ny heifit

pn(T) == Zakxk (x € R)

mit a, € C Vk ein (komplexes) algebraisches Polynom vom Grad n. Sind alle ay, reell,
dann heifit p, ein reelles Polynom.
Die Menge aller (komplexen) Polynome vom Grad n wird mit P, bezeichnet, und

P = |J P, ist die Menge aller algebraischen Polynome.
n=0

Approzimationsproblem:
Existiert zu jedem f € Cfa,b] eine Folge (p,) mit p, € P, Vn € Ny mit

Jim | f = polcran =07

Die Antwort auf diese Frage gibt der Satz von WeierstrafS, der die Existenz einer
solchen Folge garantiert. Wir werden diesen Satz konstruktiv beweisen, d.h. wir wer-
den zu vorgegebenem f € C/a, b] die gesuchte Folge von Polynomen explizit angeben.

Definition 6
Sei T ein Operator von C|a, b] in sich.
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1. T heiit positiv, falls aus f € Cla,b] mit f > 0 stets T'f > 0 folgt.
(Bemerkung: f > 0 = f reellwertig)
2. T heiBit polynomial, falls T'f € P fiir alle f € Cla, b].
3. T heiit polynomial vom Grad n, falls T f € P, fiir alle f € C|a, b].

Schreibweise: Fiir polynomiale Operatoren von Cla,b] in sich schreiben wir auch
T : Cla,b] — P bzw. T : Cla,b] — P,. Anstelle von (T f)(x) schreiben wir auch

T(f;x).

Definition 7
Der Bernstein-Operator B,, der Ordnung n (n € N) ist definiert durch

(Buf)(@) := Zf<§><z>xk<1 — )k
k=0

(f € C[0,1]; x € [0,1]). B, f heiBt das Bernstein-Polynom der Ordnung n (vom Grad
n) zu f.

Die Bernsteinoperatoren sind linear, positiv und polynomial vom Grad n: B, :

C[0,1] — P,.

Lemma 1
Sei T': Ca,b] — Cla,b] linear und positiv, dann gilt:

L f<g=Tf<TgVf g€ Cla,b]
2. f reellwertig = T'f reellwertig
3. T(Ref) = Re(T), T(Imf) = Tm(T)
4T <TI]
Beweis:
1. Wegen f < gist g— f >0 und es folgt: T(g — f) > 0 bzw. Tg > Tf.

2. Sei f € Cla, b] reellwertig. Setze f*(z) := max{f(z),0} und f~(x) := — min{f(z),0}.
Es gilt: f*, f~ € Cla,b], f*,f~>0und f=f"—f" (|f|=f"+f). Wende
jetzt T auf f an, dann folgt:

Tf=T(f"—f)=Tf" —Tf ist reell,
da Tf* und T'f~ reell sind.

3. Es gilt fiir beliebige f € Cla,b]: Re(Tf) +Im(Tf) =Tf = T(Ref +ilmf) =
T(Ref) +iT(Imf). T(Ref) und T'(Imf) sind reell, da Ref und Imf reell sind.
Vergleiche Real- und Imaginérteil.
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4. Sei f zundchst reell, dann gilt: —|f| < f < |f] und mit (i) weiter: —=7(|f]) <
T(f) <T(|f]), was zu |Tf| < T|f] d4quivalent ist. (—a <z < afira >0 <
|z < a)

Sei jetzt f € Cla,b] beliebig und = € [a, b] fest. Fur jedes z € C Ir > 0 und
p € R mit 2 = re?”, und es gilt |z| = e %z, denn e %z = e re? = r = |2|.
Wihle jetzt ein 7 und p, so daB (T'f)(z) = re*”. Mit dieser Darstellung folgt:

(TF)(@)] = e " (Tf)(x) =T(e"f)(x) = T(Re(ej”f))(x)JHT(Im(e’”’f))(37)

reell reell, =0

(da der Betrag immer reell ist)
=T(Re(e™f)(z) <) T(Re(e™"f)])(x)
<ire 1<l (T(le™ D) (@) = (T(If]))(=) w

Satz 1 (Bohman-Korovkin)
Sei (T,,)5°, eine Folge positiver, linearer Operatoren von C|a, b] in sich. Aquivalent
sind:

L. (T,)5%, ist ein linearer Approximationsprozef auf Cla, b], d.h.

Tim |7 f = flews = 0 (f € Cla, b))

2. Fiir die Funktionen fi(z) = 2%, k= 0,1, 2 gilt:

Jim | T fi = feleton = 0

3. Fiir die Funktion fy wie oben und p,(u) := (u — x)?, z,u € [a, b], gilt:
T [ ufo = folcps = 0. lim {sup [(Zp) (@]} = 0

Dabei bedeutet (T,,p,)(z) die Anwendung des Operators 7T, auf p,(u) als Funk-
tion von u bei festem = € [a,b] und anschlieender Auswertung an der Stelle
x’

(Tnpe) (@) = (Taps) (Y)ly=2

Beweis: Ringschluf}: (1) = (2) = (3) = (1).
(1) = (2): klar.
(2) = (3): Halte z fest, und wende T,, beziiglich u an.

| T(pas )| = |Tu((u = 2)% 2)| = T (u® = 2zu + 2% 2)]
= |Tn(u*; 2) — 22T, (us 2) + 2*To(L; )| = [To(fas 2) — 20T0(frs ) + 2* T (fo: 7))
= |Ta(fos ) — 2* = 22T, (a1 %) — 22%] + [2° T (fo; ) — 27|
=|[Tn(fo; ) = fo(2)] = 22[T0(frs ) — fi(@)] + 2*[T(fo; 2) — fo(=)]
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oo

< ||T fa— f2”C’[a,b}J+2£§}g]xﬂTnfl - fl”C’[a,b]J‘I“ ;2@%] 2* | T fo — fo||0[a,bl — 0,n — o0
HO,‘T:HOO H;—/ HO,‘T:HOO H,/—/ HO,‘nrﬂoo

<oo <oo

(3) = (1): Wegen f € Cla,b] ist f gleichméBig stetig auf [a,b], d.h. zu e > 0 36 > 0,
so daf fiir alle x,u € [a,b] mit |z — u| < 0 gilt: |f(x) — f(u)| < e. Sei € > 0 beliebig
und 0 > 0 wie oben, dann gilt |f(u) — f(x)| < e, falls |x — u| < 4.

|z — |

[f(w) = f(@)] < 2| fle < 20 flo( )* =2 flcd2pu(u), |z —ul >0

Damit gilt fiir alle z,u € [a, b]:

(%) 1 (u) = f(@)] < e+ 2| fled™*po(u) = 6&(}2+2|\f|\05’2pm(U)

=1

Sei x € [a, b] fest, d.h. f(x) ist eine Konstante. Wende T,, wieder beziiglich u an.
Abkiirzung:

V= |Tufo — follo, eV = sup |Th(pa; )]
e e e

z€[a,b]

—0 J/

—0

Es gilt:
(T ) (@) < [(Tof (W) () = (T f (@) ()] + [(Tnf () () — f()]

) )
= [(Ta(f () = f(@)(@)| + [ f(@)[(Tufo) () = fo(x)]|  (da T linear)
< (T, \f( ) = f(@)))(@) + [ flel”  (nach Lemma 1 (iv) )
To(efo(u) + 2| fled 2 pe(w)) (@) + 2| flle
= (Tufo) (@) + 2| fled 2 (Tupa) () +e” | flo
<elM
< (Tfo)(@) — @) 1) + 2 led ) + Ol e
<e

<se“+e+2|\f|\c5 26D+ fle
Es folgt [T,/ — flcjay < & + (¢ + 1£lc)el + 2] fled 2 und fitr n — oo:

limsup |7,/ — flo < e.

n—oo

Da ¢ > 0 beliebig, muf} gelten:
O<hm1nf IT.f — f| <limsup|T,f — f| =0.

Damit ist lim |7,,f — f| =0. m

Bernsteinoperator B, : C[0,1] — C[0, 1] linear, positiv.

Lemma 2
Mit den Bezeichnungen aus Satz 1 und Definition 7 gilt:
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L. Bofo= fo (n €N)
2. anl = fl (TL S N)

3. (Bufo)(w) = folw) + "2 (n € N)

n

Beweis: Ubung

Satz 2 (Bernstein, 1912)
Die Folge der Bernstein-Operatoren (B,,) bildet einen Approximations-Prozel auf
0,1}, d.h.

T B, f — flews = 0 (f € C0,1)

Der Beweis folgt aus Satz 1 und Lemma 2. g

Satz 3 (Weierstraf3, 1885)
Sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall, dann existiert zu jedem f € C|a, b] eine Folge
(pn)Se, mit p, € P, fiir alle n € N, so dafl

nhigo ”f _pn”C[a,b} = 0.

Beweis: Gegeben f € Cla,b], bilde F(z) = f(a + (b — a)x). F € C]0,1], also
| By F — Flcp — 0. Riicktransformation: = = =%, z € [0,1] <= t € [a,}]
Damit gilt:
t—a t—a
li B, F —F =0
Jim max |(BuF)(3—) = F(—)|
=f(t)
Damit folgt die Behauptung mit
t—a
n(l) == Bn ; € Fn
pa(t) (Fip—)€P
t—a = t—a* t—a
B, (F; =Y Fk/n)()— (1- nk
n(F o —) > (k)G y— =3 )" " €Pum
k=0 S——
EPy EPn_k

Bemerkung 3 Ist f reellwertig, dann sind die Bernstein-Polynome ebenfalls reell-
wertig, d.h. in diesem Fall konnen die Polynome in Satz 3 ebenfalls reell gew#hlt
werden. Dariiberhinaus bleiben alle Ergebnisse von Kapitel 1.2 richtig, wenn man
C'la, b] als die Menge der reellwertigen stetigen Funktionen auf [a, b] definiert und P,
als die Menge der reellen Polynome.

1.3 Satze von Bohman-Korovkin und Weierstrafl in (s,

Definition 8
Fiir n € Ny heifit
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mit ¢ € C fiir alle k£ € Z ein (komplexes) trigonometrisches Polynom vom Grad n.
Die Menge aller trigonometrischen Polynome vom Grad n wird mit II, bezeichnet.

IT= Y I, ist die Menge aller trigonometrischen Polynome.
n=0

Bemerkung 4 Ein trigonometrisches Polynom der Form (*) ist genau dann reell-
wertig, wenn ¢, = ¢_y, fiir alle £ = 0,1, ..., n. In diesem Fall 148t sich ¢,, in der Form

(%) to(z) = % + Z(ak cos kx + by, sin kx)
k=1

schreiben, mit ay, by € R, namlich:

a ‘= cx + c_g, by :=i(cky —c_p)
Umgekehrt 148t sich jedes reelle trigonometrische Polynom der Form () in die Form
(*) bringen mit

Qo

00:5,0

= (ak —’Lbk)/Q, C_p = (ak +Zbk)/2, ke N(k’ < n)

Approximationsproblem:
Existiert zu jedem f € Cy, eine Folge (t,)5, mit t,, € II,, fiir alle n € Ny, so daB

lim |f —talo,, =07
n—oo

Die Definitionen positiver Operator, polynomialer Operator (vom Grad n) (Definiti-
on 6) iibertragen sich sinngem#f auf Operatoren von Cs, in sich. Dabei bedeutet
polynomial (vom Grad n), dafl T'f € II (II,,). Die Aussagen von Lemma 1 bleiben
ebenfalls sinngeméfl erhalten.

Satz 4 (Bohman-Korovkin in Cy;)
Sei (71},)¢° eine Folge positiver, linearer Operatoren von Cs, in sich. Aquivalent sind:

1. (T,,)g° ist ein linearer Approximationsprozefd auf Cy,, d.h.

Jim [T, f ~ fles, =0 (f € Car)

2. Fiir die Funktionen f; (k =0, 1,2) mit fy := 1, fi(z) := cosz und fo(z) :=sinxz
gilt:
nh_{lc}o |75 frfrlce, =0

3. Fiir die Funktionen fo = 1 und ¢, (u) = sin((uv — 2)?/2), z,u € R, gilt:
nh_{lc}o | T fo = folco, =0
lim sup |(T,¢.)(z)] =0

Dabei ist (T,,¢,)(x) wie in Satz 1 zu verstehen.
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Beweis: analog Satz 1, Ubung.

Lemma 3
Sei (7,,)&° eine Folge positiver, linearer Operatoren von Cy, in sich. Fiir f(z) := cosz,
fo(x) :=sinz und f3(z) := € sind dquivalent:

L. im|7T,f1 — filc,, = 0 und lim | T}, fo — fa|c,, =0

2. lim ”Tnfg — fg”o27r =0

Definition 9
Der Fejér-Operator der Ordnung n € Ny ist definiert durch

o)) = 5= [ o= w)Fu)du

(fiir f € Cor,x € R), wobei

sin 241y,
Fn(u) = { HLH[ SiHQ% ]27 UGR,U¢27TZ
n+1, u € 2n

onf heifit auch Fejér-Mittel vom Grad n (Ordnung n) von f € Ca,.

Bemerkung 5 Das Fejér-Mittel o, f ist ein sogenanntes periodisches Faltungsinte-
gral mit Kern (F,)° (vgl. — Definition 12). Andere Bezeichnungen fir o, f sind
Cesaro-Mittel, (C,1)-Mittel oder erstes arithmetisches Mittel der Fourier-Reihe von
f. Der Grund fiir diese Bezeichnungen wird spéter im Zusammenhang mit der Theo-
rie der Fourier-Reihen klar werden.

Lemma 4
Fiir beliebige m,n € Z gilt:
1

o eiMm® o —inT Jo. 5mn
2

(wobei d,,, das Kronecker-Symbol ist)

Bemerkung 6 Die Eigenschaft in Lemma 4 wird als Orthonormiertheit des trigo-
nometrischen Systems (e%%),cz (in der komplexen Schreibweise) bezeichnet.

Lemma 5

1. Der Fejér-Kern F), aus Definition 9 hat die Darstellung

Fo(u) = iu— i )e““‘:1+2i(1—

1) cos kz,

n+1 n +

k=—n

und fiir die Fejér-Mittel o, f gilt:

N ||
(Onf)(z)=> (1- Y

k=—n

) (ke
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k) = % /_7r fwe ™ du, k€ Z

2. Die Fejér-Operatoren o, sind positive lineare Operatoren von Cy; in sich und
sind polynomial vom Grad n. AuBerdem gilt fiir die Funktionen fy, f1, fa, f3
(Satz 4, Lemma 3):

(a) onfo=1,
) onfi =511
(c) onfo= 27k
) onfs = /s

Beweis:

1. Darstellung von F,: Ubung (Induktion)
Darstellung von o, f: Das Integral o= [ f(z — u)F,(u)du existiert fiir alle
x € R, da f und F, stetig sind. Weiter gilt:

(0uf)(x 2W/ e “k (1 - )

=N

:Z(l— +12 / f(z —u)e™du [Subst.: z —u = t]
n 7T

k=—

1 T+x ) )
- Z +1 — / ft)e=*dte™
n T

+

— Z / f —zktdt ezkx
n + 1 27T

J/

—F (k)

2. Aus den Darstellungen von F,, in Definition 9 und von o, f in Definition 9 und
Lemma 5.1 folgt sofort: o, : Cy, — Cy,; linear und positiv. Weiter gilt:

. . |k| 1 /ﬂ— —ikt ik
a)  onfo _;—:na )5 3 fo.(t)e dte
A 6\076 _/
=1
&) ofde) = 31— g e =g L
nJ3 — n+1 1k n+1
n+1f3< )

b) und c) folgen durch Aufspalten von o, f3 in Real- und Imaginérteil. u
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Bemerkung 7 Die komplexen Zahlen f7(k) in Lemma 5.1 heiflen komplexe Fourier-
Koeffizienten von f (vgl. — Definition 14).

Satz 5 (Satz von Fejér, 1900)
Die Fejér-Operatoren (o,)5° bilden einen linearen Approximationsprozef auf Cs,.

Beweis: mit Satz 4 und Lemma 5.2 (Lemma 3).

Satz 6 (Satz von Weierstraf} fiir C5,)
Zu jedem f € Cy, existiert einen Folge (¢,,)5° mit ¢, € II,,, so dafl

tim [f ~ tales, =0
Beweis: t, :== o, f; Satz 5. n
Bemerkung 8 Die Ergebnisse von Kapitel 1.3 mit Ausnahme von Lemma 3 und
Lemma 5.2 d) bleiben richtig, wenn man Cy, als die Menge der reellwertigen, ste-

tigen, 2m-periodischen Funktionen definiert und II,, als die Menge der reellwertigen
trigonometrischen Polynome vom Grad n. Man beachte, daf} in diesem Fall ' ¢ C,,.

1.4 Approximation durch trigonometrische Polynome in L} _
Definition 10

1. I5 .1 <p < oo ist der lineare Raum (von Aquivalenzklassen) 27-periodischer

mefbarer Funktionen f : R — C (R*), fir die gilt:

7las, = 15— (|

—Tr

™

Frdn) " < oo

2. L ist der lineare Raum (von Aquivalenzklassen) 27-periodischer mefbarer
Funktionen f: R — C (R*), fiir die gilt:

[flzge = 1flo == wes Sup |f(2)] < o0
S

(d.h.: f wesentlich beschrankt)

3. X, ist im folgenden immer einer der Riaume Cy, oder L) |1 < p < co. Ent-
sprechend steht |- x,, fiir [-[c,, oder |-].z .

Bemerkung 9 wessup |f(x)| ist die kleinste Zahl M > 0 mit |f(x)] < M f.i. (fast
tiberall ) auf R. Also:

wessup |f(x)] =inf{M >0: m({zx e R:|f(zx)| > M}) =0}

z€eR
Da f 2m-periodisch ist, gilt

wessup | f(z)] = wes sup |f(x)| firallea € R
z€eR z€la,a+27)
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Die englische Bezeichnung fiir wessup ist esssup (essential supremum).

Bemerkung 10 Wegen der Periodizitdt von f € Xy, ist die Xo,-Norm translations-
tmwvariant, d.h.

[FC+ M. = [ flxe. (hER)
Dasselbe gilt fiir die L32-Norm.

EiNscHUB: BEWEIS VON L29 UND L30, L-SKRIPT. SPATER. (MITSCHRIFT: S.
23-25)

Approximationsproblem:
Existiert zu gegebenem f € L | 1 < p < oo eine Folge (¢,)7°, mit ¢, € II,, fiir alle
n € Ny, so daf}

lim ¢, — flzz =07

Definition 11
Sind f, g zwei mefibare, 27-periodische Funktionen, dann heift

(f *g)a /f:c—u w)du (z € R)

die Faltung (englisch: convolution) von f und (mit) g.

Bemerkung 11 In Definition 11 wird nichts iiber die Existenz des Integrals voraus-
gesetzt. Es ist moglich, dal die Faltung (f x g)(z) fiir kein = € R existiert.

Lemma 6

1. Sind f, g wie in Definition 11 und existiert (f g)(z) fiir ein x € R (als endliche
Zahl), dann gilt fiir dieses z:

(fxg)(x)= (g% f)(z)

2. Ist f € 027r und X € L27r7
es gilt f* x € Capr, und

dann existiert die Faltung (f x x)(x) fur alle z € R,

1
1f# Xlear = 5 flear X

3. Ist felb [ 1<p<ooundye€ L]
auf R, es gilt f*y € L) _, und

dann existiert die Faltung (f * x)(z) f.i.

27

27

If#xlreg, < 2_||f||Lp Ixla

Beweis:
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1. folgt mit der Substitution x — u = t; beachte dabei: L15 (L-Skript) und
/7r+az /ﬂ
—Ttx B -

2. Fiir festes x € R ist f(x — u) als Funktion von u stetig, also auch mefbar.
Deshalb ist f(z — u)x(u) als Funktion von u mefibar. Weiter gilt

s

&7 1 = wx(@ldu <sup|fe =) 5o [ w)lda

uec —T
A o\ >
"~ ~~

(CEDre 2 Ixl 1
27

1
< f(z = lear - Ixlms,

1
= HfHCQW%H)(HI (nach Bemerkung 10)

Daraus folgt die Existenz der Faltung fiir alle x € R und

1 s

2 ),

1
— eR
—Ifleu Il (= € R)

Ge) (@) < |[f (2 = w)x(u)|du

IN

Zeige noch: fxy ist stetig. Da f stetig und periodisch ist, ist f sogar gleichméafig
stetig auf R. Sei jetzt ¢ > 0 und § > 0 derart, dal | f(t+h) — f(t)| < ¢ fur alle
t € R und |h| < 4. Damit gilt fiir z € R und |h| < §:

™

(Fe0@+m) = (Fe0@] <o [ [fla+h—w)— flo—u)] Ix(w)]du

2 ). ~
<e
ce [
e — u U
27 ,WX

<o (1I\Iorm)

Damit ist die Stetigkeit von f % x gezeigt — und da f % x offensichtlich 27-
periodisch ist [da f 2m-periodisch ist], folgt f * x € Co,.
Die Abschitzung fur | f * x|c,, folgt aus ().

3. Wir formulieren die verallgemeinerte Minkowski- Ungleichung (— L31) fiir 27-
periodische Funktionen:
Sei FF': R xR — C mefbar. Ist F(-,u) € L5 fir fast alle v € R und
| F(-,u)rp € Ly, (als Funktion von u), dann existiert das Integral 7 F(x,u)du
fiir fast alle x € R, ist mefibar, und es gilt

s

L[ P(wydul, < / V) fydu

—Tr —Tr
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Wihle jetzt F(z,u) = f(x —u)x(u). Die MeBbarkeit von F' als Funktion von
R xR — C ist ein Ergebnis der Mafitheorie (z.B.: Hewitt-Stromberg: Real and
Complex Analysis, S. 396, 1. Auflage 1965). Weiter gilt

[ECwlp =17 = uwx(@)],
= Ix(W)[|f(- = )], nach L24
= Ix(@)lI /] € Ly, (Bemerkung 10)

Daraus folgt insbesondere, dafl | F'(-,u)|, < oo fiir fast allew € R, d.h. F(-,u) €
LY fir fast alle v € R. Mit Minkowski erhélt man nun:

1 s

2 ),

F(o,uydu = o- / " fe - wx(u)du = (f * X))

existiert fiir fast alle x € R, ist mefibar, und es gilt

1 g 1 -
oxly =loe [ 76wty < 5= [ 176wl
1 g 1 -
T o /_ﬂ M X (u)]du = Hpr% /_7r Ix (u)]du
|f]lp unabh. von u : ~-
= oAl Ixls m

Definition 12
Sei A entweder ein Intervall (a,b) mit —oco < a < b < oo oder A = N oder A = Ny,
und sei py einer der Punkte a, b oder +oo.
Eine Familie (x,),ca C L3, heifit ein Kern, falls
1 ™

5 | xeldu=1( €A

Fiir einen Kern (x,),ca und f € L (1 < p < 00) oder f € Cy, heiit

1 s
LH@) = 1Fia) = 5= [ fe=wn@dn = ()@ (e
ein (periodisches) Faltungsintegral (singuléres Faltungsintegral) mit Kern (x,).

Bemerkung 12 Ist (,),ca €in Kern im Sinne von Definition 12, dann bezeichnet
man auch die einzelnen Funktionen x, als Kern. Das Faltungsintegral I,f ist die
Faltung von f mit x,.

Lemma 7
Ist (x,) ein Kern und f € Cyy,, dann ist 1,f € Cor, und fir f € LY ist I,f € L .
Beweis: Lemma 6.2 und 6.3 m
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Beispiel 3: Der Fejér-Kern aus Definition 9 (vgl. Bemerkung 5) ist ein Kern im Sinne
von Definition 12, denn (vgl. Lemma 5.1): Fiir (F},)nen, gilt:

1 [7 = kKl 1 [T .
— F,(u)du = Z(l— %] ) / eFdu =1

2 J_, P n+1’ 2w o
=—n N ,

0k,0

Das zugehorige Faltungsintegral I, f mit f € Co, oder f € L5 heifit auch in diesem
allgemeinen Rahmen wieder Fejér-Mittel und wird wieder mit o, f bezeichnet. Die
Darstellung von o, f aus Lemma 5.1 gilt auch fur f € L} .

Definition 13
Ein Kern (x,),ca heifit approzimierende Identitdt, falls

@) Ixoh <M (peA
(i7)  lim IXp(u)|du =0 (6 € (0,7))

P=PO J§<|u| <

Lemma 8
Der Fejér-Kern ist eine approximierende Identitét.
Beweis: Eigenschaft (i) folgt aus

1= [ 1Rl =g [ Fa(ude =2

s —Tr

Mit der Ungleichung 1 > sinz > %x fir 0 <z < /2 gilt:

1 sin 2y 1 7
F,(u)| = 212 < — (0< Jul <
Rl = g < g Ol <m
und fiir beliebiges § > 0 folgt
1 2 2 2 ™
/ | F(u)|du < / W—Zdu _— / udu — 0 (n — o) m
5<ul<n s<fuj<n M+ LU n+1/s

Satz 7
Sei (X,)peca eine approximierende Identitét. Dann gilt:

im [I,f — flx., =0 (f € Xor)
pP—p0

Beweis: Es gilt:

1) = 1) = 5 [ (@)= §@) (.

konstant
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und wie im Beweis von Lemma 6 folgt mit der verallgemeinerten Minkowski-Ungleichung

(L31):
() It =l < 5= [ 106 =0 = SOl du

= o [ 1RG0 = FO) b o)
@0) = [ UG u) = Ol e ()l

T Jlul<é

1

27 o<|ul<m

+ [FC =) = FOlxer Xp(w)du (6 € (0,7))

Wegen der Stetigkeit von F (falls f € Cy,) bzw. wegen der Stetigkeit im Mittel (falls
f e Lb_ L30) existiert zu € > 0 ein 6 > 0 mit

1f(-=u) = fO)lx,, <& ¥ |ul <.

Wiihle jetzt dieses 0 in (*), dann folgt

27ll,f = flse, <e [ Po@ldet [ (6= 0l + )bl

lu|<é o< ul <
<c [ a2l [ hotlda
L/_/ 0<||ul<m
<M ~

-0 nazh Vor.
Bilde lim sup:
p—po
limsup |, f — flxy, < o (M +0) = — M
imsu — — (e = —
p—»pop p Xom = 27T 27T

Wie im Beweis von Satz 1 (Bohman-Korovkin) folgt daraus die Behauptung. m

Lemma 9

Sei (X,)peca €in positiver Kern, d.h. (x,),ca ist ein Kern, und x, > 0 f.i. fiir alle
p € A Sind fi(x) := cosz, fo(x) ;= sinz und f3(z) := €® und zy € R, dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

L lim |I,f = flx.. =0 (f € Xor)
P— PO
P— PO

3. lim [I,fs — f3]x,, =0 (Normkonvergenz)
p—po

4. lim (1, fi)(z0) = fu(zo) (k=1,2)

p—po

5. lim (1, f3)(x0) = f3(xo) (punktweise Konvergenz)
0



1.4 Approximation durch trigonometrische Polynome in L} 19

6. lim (I,sin®%)(0) =0 (erinnert an Bohman-Korovkin)
p—po

Beweis: Wir zeigen (1) = (2) = (3) = (5) = (4) = (6) = (1).
(1) = (2): Klar.
(2) = (3): Spalte in Real- und Imaginérteil auf.
(3) = (5): Klar, falls Xo, = Cy,. Sei jetzt Xor = L _mit 1 < p < oo, und 25 € R
beliebig.
1 s

@Lf)w) =5 [ O de -
1 T
— % ez(xo—x-i-u)xp(l, _ u)du

[gleiche Grenzen, da Integration iiber Periode]

o) T U f) o).
- [ ) - hlaoras)”

™

| @ BE 05 - e TP

|(Lpf3(w0) = fa(o)]

).
o
1 " p » 1/p
o /Ww |f3( WL fs) (@) = fa(=)] dx}

Il
f_/h\f_/h\f_/h\k'\

1
= (2_)1/pH[pf3 - f3HL§ — 0 nach Voraussetzung
T ™

(5) = (4): Spalte in Real- und Imaginérteil auf.
(4) = (6): Wegen sin® % = 1(1 — cosu) gilt

21y $)(0) =5 [ (1= cos0—uwdn  u—w0—al

= ——/ cos(zo — u)x,(zo — u)du
[cos(xg — u) = cos xg cos u + sin xg sin u]
=1— cosxg (I, cos)(xg) —sinzg (I, sin)(zo)
~———— ————

—COS X —sin xg

[diese Abschitzung gilt fiir alle § € (0, 7)]
1
> oot [

T
s<lul<n



20 1 APPROXIMIERBARKEIT — WEIERSTRASS-SATZE

Also gilt: lim [ |x,(uw)|du = 0. Und da auBerdem ( (x,) Kern!) [x,|1 = [7_|x,(u)|du =
P— PO 6§\u|§7r

27 ist, folgt, daB (x,) eine approximierende Identitét ist (Definition 13), und damit

gilt die Aussage (1) nach Satz 7.

Betrachtet man Lemma 9 (1) <= (2) <= (6), dann ist dies ein Satz vom
Bohman-Korovkin-Typ in X5, allerdings nur fiir positive Faltungsintegrale und nicht
fiir beliebige positive Operatoren (wie in Satz 4).

[d.h. Bohman-Korovkin gilt nicht in X,, (wohl in Cs;), nur unter gewissen Ein-
schrankungen, z.B. spezielle Operatoren, nur Faltungsintegrale, etc.]

Man beachte (/,1)(z) =1 (1= fo).

Beachte auch

1 K
(1,sin* %)(0) / sin? gXp(u)alu

o) T 2
1 [T . ,x—u
=5 | sio Xp(z — u)du
1 [T . ,x—u
5/ st oy — )
=Xa(u)

= (Ipxa)(Y) ly=2 = (Lxz) (@)

Damit kann die Aussage (6) wie in Satz 4 geschrieben werden als

lim {sup(lpxx(:p)} =0

pP—pPo L xcR
Satz 8 (Satz von Weierstrafl in X,)

1. Zu jedem f € Xy, existiert eine Folge t,, € II,, (n € Ny), so dafl

lim [ f —tnx,, =0
n—00

2. Es existiert eine Funktion f € L32, zu der keine Folge von Polynomen (¢,,) C II
mit lim | f — t,]x,, = 0 existiert.

Beweis:

1. folgt aus Satz 7, wenn man dort den Fejér-Kern als approximierende Identitét
wihlt. Man beachte dabei, daBf wegen (o, f)(z) = 3. (1—45L) A (k)et* o, f €

n+1

k=—n

11, ist.

2. Zum Beweis von 2. nehmen wir an, dafl zu jedem f € L3S eine Folge (t,) C II
mit lim [¢, — f|le = 0 existiert. Sei jetzt f € L3 und € > 0 beliebig. Dann

existiert ein n € No mit |f — ¢, < €. Wegen der Translationsinvarianz der
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Norm gilt: |f(- +h) — t.(- + h)|e < € (h € R), und es folgt weiter:

[FC+0) = FOlee < TFCHR) =1l + P)oe + [En(- + 7)) = 1a( )]
Htn() = ()]s
<2+ tn(- + h) = ()]
= 2e + [tn(- + 1) = ta ()] o
— 2 (h—0)
Damit haben wir (da ¢ > 0 beliebig): flg% If(-4+h) = f(:)]oo = 0. Aus der

Existenz der Polynomfolge folgt also die Stetigkeit im Mittel in L. Diese gilt
aber nicht, wie man an der Funktion

—t
—t

0, x € [—m,0]
f(z):= { 1, x € (0,m)
2m-periodisch, sonst

sehen kann. Es gilt ndmlich: |[f(-+h) — f(*)]eo =1 (heR\27Z). m

Bemerkung 13 Aus Satz 8.2 folgt insbesondere, dafl die Aussage von Satz 7 in L3S
nicht gilt.

Bemerkung 14 Fiir X5, = (5, haben wir einen zweiten Beweis fiir den Satz von
Weierstrafl in Cs, gegeben.

1.5 Fourier-Koeffizienten, Fourier-Reihen

Definition 14
Fiir f € L} heifit

k) = % /7r fu)e *udy (keZ)

der k-te Fourier-Koeffizient von f. Die Reihe

f(x)~ Y [k)e™  (zeR)

k=—00

heifit Fourier-Rethe von f.

Bemerkung 15 Wegen Co, C L3 und L5 C L3 fiir 1 < p < oo sind die Fourier-
Koeffizienten (FK) und die Fourier-Reihe (FR) auch fiir f € Co, und f € L5
definiert.

Das Symbol ~ bedeutet nur eine Zuordnung von f zu seiner Fourier-Reihe. Es sagt
nichts iiber die Konvergenz der Reihe oder die Darstellung von f durch die Reihe aus.

o
Bemerkung 16 Unter Konvergenz einer Reihe der Form Y ¢ verstehen wir die
k=—00

n
Konvergenz der symmetrischen Partialsummen s, = > ck.
k=—n

Satz 9
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1. Sind f,g € L} _, o, € C, dann gilt

271

(a) (af + Bg) (k) = af (k) + Bg (k) (k€ Z)
() [ ®) <5 Afh (keZ)
(c) Das Lemma von Riemann-Lebesgue: lim f(k) =0

|[k|—o0

2. Hat f € L}_ die Darstellung

o0

f(z) = Z cre™  fii. mit ¢, € C,

k=—o00
wobei die Reihe gleichméBig konvergiert, dann gilt f7(k) = ¢, k € Z.

3. Faltungssatz Sind f,g € L _, dann gilt

27
(fxg) (k) = f(k)g (k) (keZ).
4. Findeutigkeitssatz: Ist f € Ly mit f(k) = 0 fiir alle k € Z, dann gilt f = 0
f.i. Fir f € Oy, gilt dann sogar: f = 0.

5. Ist die Fourier-Reihe einer Funktion f € Ll gleichmiBig konvergent auf R,
dann stellt sie die Funktion f.ii. dar, d.h.

= > flk)e™ fi

k=—o00
Fir f € Oy, gilt die Darstellung iiberall.
Bemerkung 17 Der Eindeutigkeitssatz 13t sich auch so formulieren: Sind f, g € L}
mit f(k) = g (k) Vk € Z, dann gilt f = g f.i. (bzw. sogar f = g fiir f,g € Cy,).
Beweis (Satz 9):

1. (a) Klar.
(b) If )] < 5 J7, 1f @)l e = 2l
——

1

1£11
(c) Ubung

2. Ubung
3. Ubung

4. Fir f € Li_ gilt (nach Lemma 8, Satz 7) lim lonf — fli = 0. Nun ist (nach
Lemma 5.1, Beispiel 3)

(onf)(z / flz —u)F,(u)du = Z (1-— ﬂ)f’\(k)eilm’

f n+1



1.5 Fourier-Koeffizienten, Fourier-Reihen 23

d.h. wegen (k) =0, k € Z gilt ,,f = 0. Also ist | f[.1 = 0 und somit f =0
f.ii.

Ist f € Cy,, also stetig, dann folgt aus f = 0 f.ii., daB f = 0 auf R ist. (Fiir die
Formulierung des Eindeutigkeitssatzes in Bemerkung 17 wende 4) an auf f — g
und benutze la).

Rest Ubung. m

Definition 15

1.

Fiir r € Ny ist C’gr) = {f € Con; f1) € Cgﬂ}.

Fiir r € Nist ACZ(;) (AC steht fiir absolutely continuous) die Menge aller r-fach
absolut stetigen Funktionen, d.h. die Menge aller ¢ € Cy,; mit der Darstellung

o(z) = ap +i{a1 +71 [ag + ... +72<ar_1 +7;(ur)dur> dur_l...} du2}du1

fiir ein g € L3 und alle z € R.

Fir r € Nund 1 < p < oo ist der Sobolev-Raum W, definiert durch
= {f €I : Jpe ACY) mit f = Lii. und o) € ng}

AuBerdem setzt man noch W7, = L5 und W¢, = C’gr).
27 4
W, steht fiir einen der Réume W7, , 1 < p < oo (wirklich # oo!) oder W¢, .
us 2 us

Bemerkung 17

1.

4.

ACS ist die Menge der Funktionen ¢ € C~1),,, deren r-te Ableitung f.i.
existiert und zu L} gehort. In der Definition von W]ig wird dagegen gefordert,

daB die r-te Ableitung von ¢ ein Element von L5 ist. Dies ist wegen L5 < L1
fiir 1 < p < oo eine im allgemeinen stérkere Bedingung.

. Fiir die Ableitungen o), 1 < j < r, der Funktionen ¢ aus der Definition

von W7, schreibt man héiufig auch fU). Hat ¢ die Integraldarstellung aus
2m

Definition 15.2, dann schreibt man insbesondere f") = g. Man beachte jedoch,
daf} f iiberhaupt keine Ableitungen im iiblichen Sinne zu haben braucht.

- Fiir r,s € Nmit r < s gilt W7, C W, , und wegen L C L) gilt Wi C

W7, .
Ly

r)

T

Anstelle von W%, benutzen wir auch X2(

Satz 10

1.

Fir f € Wy, gilt [fO1(k) = (ik)" (/7 (K)) (k € Z).
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2. Existiert zu f € X, ein g € Xo,; mit

(k)" f (k) = g7 (k) (k € Z),

fir ein r € N, dann ist f € Wx, , und es gilt f (") = ¢ f.ii. Eine entsprechende
Aussage gilt fiir L. Ist Xop = Cy,, dann gilt sogar f(7) =

In beiden Teilen dieses Satzes ist f) im Sinne von Bemerkung 17.2 zu verstehen.
Beweis: elementares Integrieren. g

Folgerung 1
Ist f € WLT%W und g € Wg, fiir r,s € Ny, dann ist f* g € W)’g:, und
()9 = [0 tir

Ist X9, = (s, gilt obige Gleichung iiberall.

Beweis: Nach Lemma 6 ist f * ¢ € Xor und f) % ¢ € X,

(ik)ts(f * g) (k) = (k)™ f(k)g (k) nach Satz 9.3
[(ik)" f(K)][(ik)*g (k)]

(f(r)) (k)(g 8)) (k) nach Satz 10.1
= ( )

f % g (k) (keZ) Satz 9.3

Also existiert zu F := f x g € Xy, ein G € Xy, némlich G = f) x ¢ so daB
(ik)"**F(k) = G"(k) (k € Z). Nach Satz 10.2 ist damit F' = f*g € Wi/ ® und
FO+s) = @ fii., d.h.

(x)  (fxg)"" =g ti

Ist Xor = Cr, dh. g € W, = C'Qﬂ, dann ist F = f* g € Cyr und G = f) x g €
Cyr. Nach Satz 10.2 gilt (x) "dann iiberall. -

Lemma 10
Fiir einen positiven Kern (x,),ca sind dquivalent:

L lim |I,f = flxe, =0 (f € Xox)
p—p0

2. lim x, (1) =1
p—po

Beweis: Mit f3(z) := e gilt:

Damit gilt:
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Die Behauptung folgt mit Lemma 9, 2o = 0. »

Beispiel 4
Fiir 0 < r < 1sei p.(z) := Y rlFle?® (z € R), dann gilt: (Satz 9.2) p, (k) = 7,
k=—o00
k € Z, sowie
1—r?

) = 0<r<l, R
Pr() 1—2rcosx+r2( " T ER)

(— geometrische Reihe)
Insbesondere ist p.(z) > 0,z € R, und 5~ [*_p.(u)du = p,"(0) =1 und p, (1) = r.
Somit ist (pr)re(o,1) €in positiver Kern mit A = (0,1) und rlir%li pr (1) = rlir%lir = 1.
Waéhlt man pg = 1, dann folgt nach Lemma 10 fiir das zugehorige singulére Integral
P.f:

lim [P — flxs, =0 (f € Xa)

(Pr)reo,1) heiBt Abel-Poisson-Kern, und P, f heiflt singuldres Integral von Abel-Poisson
oder Abel-Poisson-Mittel (der FR) von f. Nach Satz 9.3, 9.5 gilt fiir f € Xy, die Dar-
stellung

(B = o [ fa = wpdu= 3" R 0 <r < 1o R)

k=—00

1.6 Approximation durch Polynome in L”[a,b] (1 <p < o0)
Definition 16

1. Fir —oo < a < b < oo ist LP[a,b], 1

3 < p < o0, der lineare Raum (von
Aquivalenzklassen) mefibarer Funktionen f : [a, b

,b] — C (R*), fiir die gilt:
b 1/p
W lian = 1= { [ 1#@Pau}” < o0

2. L>®[a, b] ist der Raum (von Aquivalenklassen) meBbarer Funktionen f : [a, b] —
C (R*), die auf [a, b] wesentlich beschriankt sind, d.h. fiir die gilt:

[ fl2tae) = 1f oo := wes o |f(z)] < o0
z€[a,

3. Fiir —oo < a < b < oo ist X[a,b] einer der Raume Cla,b] oder LP[a,b],
1 < p < 00, mit der zugehorigen Norm.

4. Die Raume LP(R), 1 < p < oo, mit der Norm | f|z»m) = | f|, sind entsprechend
definiert.
Mit C(R) wird der Raum der auf R gleichméBig stetigen und beschriankten
Funktionen f : R — C (R*) bezeichnet. Dieser Raum wird mit der Supre-
mumsnorm | flewy = | fle = sup |f(z)| versehen. X (R) = X steht fiir einen
z€eR

der Rédume LP(R), 1 < p < oo, oder C(R).
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5. Die Réume C™[a, b], C")(R) werden analog zu Definition 15.1 definiert.

Bemerkung 18 Anstelle von L?[a, b] schreiben wir auch L?(a, b). Die Sobolev-Raume
WE,,[M}, WE,,(R) werden erst spéter eingefiihrt.

Bemerkung 19 Fir —oo < a < b < oo sind die Normen || ebenso wie
|-|cfa,p) micht mehr translationsinvariant. Die Normen [-|cy, |-|zr@) sind dagegen
translationsinvariant.

[flxor = 1 C+ W), 1 lx@y = 17+ M) lx @)

Hf”c[a,b} #|f(-+h) Hc[a,b} i.a. nicht definiert

Approximationsproblem:
Existiert zu jedem f € LP(a,b), 1 < p < oo, eine Folge (p,)>2, mit p, € P,, so dafl
nh_{rolo o0 — fllirap = 07

Satz 11

Ist [a,b] C R ein kompaktes Intervall und f € LP(a,b),1 < p < oo, dann existiert zu
jedem € > 0 ein g € Cla,b] mit |f — g|Lrap < €.

Beweis: mit 129 (L-Skript) m

Bemerkung 20 Die Aussage gilt nicht fiir p = 0o, denn aus der Existenz eines
g € Cla,b] mit |f — g|re(ap < € wiirde wie im Beweis von Satz 8.2 die Stetigkeit
im Mittel in L*(a, b) folgen, die aber nicht gilt.

Satz 12 (Weierstraf3-Satz fiir X|a, b))
Sei [a, b] C R ein kompaktes Intervall.

1. Zu jedem f € X]a,b] existiert eine Folge (p,)3° mit p, € P,, so dafl

nh—>nc}o Hpn - f”X[a,b} =0

2. Es existiert ein f € L>(a,b), zu dem es keine Folge (p,) C P mit
Tim [y = flre@p =0
gibt.

Beweis: Fiir X|[a,b] = Cla,b] siehe Satz 2. Sei jetzt f € LP(a,b), 1 < p < co. Nach
Satz 11 existiert zu jedem j € N ein g; € Cla,b] mit | f — g;], < 1/j. Nach Satz 2
existiert zu j € N ein ¢; € P mit |g; — ¢;], < (b — a)*?|g; — gjlc < 1/4. Damit ist
\f=ailp < 1f = 9ilp +19; — a;l, < 2/5 — 0. Es gilt noch nicht: ¢; € P; Vj € N.
Konstruiere jetzt eine Folge (p,)3° mit p,, € Py, so dafl nh_)rgo lpn. — flp = 0. Setze dazu
qo = 0, und konstruiere Folge (n;)52, C Ng mit ng = 0 und n; < n;,; Vj € Ny, sowie
qj € Pn; (j € Ng). (Hat man ng,ny, ..., n; gefunden, dann setze n;; := max{n; +
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L, (j+1)"} mit (j+1)" :=hochste in g;41 vorkommende Potenz). Es gilt dann n;q > n;
und g1 € Pjp1y € Pp,,,- Die Folge (p,)5° definiert man jetzt durch:
pn=¢q; firn; <n <mnj, j €N

Man priift leicht nach, da8 p, € P, und lim |f — p,|, = lim |f — ¢;], = 0.
n—oo j—o0
2.) vgl. Bemerkung 20.

1.7 Approximation holomorpher Funktionen durch Polyno-
me

Definition 17
Sei n € Ny, dann heifit

n

pa(2) =Y apz® (2 €C)
k=0
mit aj € C ein (algebraisches) Polynom einer komplexen Variablen vom Grad n. Die
Menge alle derartigen Polynome vom Grad n wird mit PS¢ bezeichnet. P¢ := |J PC.
neNy

Bezeichnung D, := {z € C; |2| < §} , D = Dy, D = D;. K, sei der positiv orien-
tierte Kreis um 0 mit Radius 7. Ist A C C und f : A — C stetig und beschréankt,
dann ist | f|ea) == Sup |f(2)].

zEe

Approzimationsproblem:

Existiert zu jedem f : D — C holomorph auf D und stetig auf D eine Folge von

o0

Polynomen (p,)§° mit p, € P, so daB lim |f — pu| o) = 07

Bemerkung 21 Es hat keinen Sinn, nur die Stetigkeit von f auf D zu fordern, denn
aus der gleichméBigen Konvergenz von (p,) gegen f folgt sofort, dafi f holomorph
auf D ist.

Cauchy-Integralformel

Sei G ein Gebiet (offen und zusammenhéngend) und f holomorph auf G. Ist C' eine
rektifizierbare, geschlossene, positiv orientierte Jordankurve, die samt ihrem Inneren
in G enthalten ist, dann gilt fiir jeden Punkt z aus dem Inneren von C:

196) = 3 [ HEsde e

2mi
Lemma 11
Ist 1 <7 < pund f holomorph auf D,, dann gilt fiir alle z € D

" fk)
75—y 0 1

H| < sup |£(€)]— "
§l=" T

Bemerkung 22 Ersetzt man im oben formulierten Problem die Forderung , holo-
morph auf D* und ,stetig auf D“ durch ,holomorph auf D, fiir ein p > 1%, dann
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erhélt man sofort eine positive Antwort aufgrund von Lemma 11.

Beweis (Lemma 11)
Wir benotigen folgende Identitét (Beweis mit Induktion):

) 7= 52 5)"“<z£e<Cz7é£§7é0>

Mit der Cauchy-Formel fiir £ = 0 und C = K, sowie (x) gilt:

O =

21 Ji, §— 2
_Z<2m/ f’”zdg) : /K Sf(—g)z%)kﬂdg

Auf die Integrale in der Summe wenden wir wieder die Cauchy-Formel an und erhal-

ten
f 1 f(f) Z n+1
N I A=A

Schéitze Integral ab: Beachte dazu, daf fiir z € D, d.h. |2| < 1 und £ auf dem Kreis
K., d.h. [¢| =T gilt:

z 1 1 1 1
= < -, < <
E 77 [E—2 7§z T 71

Damit folgt:

1 f&) 2 1 11
%/&5_ (el < 5 sup | (€)7o 277 m

Satz 13
Zu jeder Funktion f : D — C, die holomorph auf D und stetig auf D ist, existiert
eine Folge (p,)$° mit p, € PS, so daB lim | f — pole@) = 0.

Beweis: Setze p, =1+ 10g(2+n)’ n € Ny und f,(2) := f(pin) fin ist holomorph auf

Dy, Ist nun p,(z) = Z(f )®)(0) - & - 2*, dann ist p, € Py und
k=0

[f(2) =pn(2)] <1 [(2) = fu(2) [+ [ fn(2) — Pu(2) |

NS
VvV
=:Ap

Wir zeigen:

(@) lim [Auleim =0,

(9) lim |Bulom) =0
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Zu (a): Da f stetig auf D ist, ist f dort sogar gleichmiBig stetig. Sei jetzt € > 0
beliebig und 6 > 0, so daB |f(z) — f(w)| < e Vz,w € D mit |z —w| < 0. Nun gilt fur

alle n > e'/? (> 1) und z € D:

1 1
== =|elll-—| <5
" Pn Pn
o flog2+n))t 1 - 1
1+ [log(2+n)]"t  1+1log(2+n) ~ log(2+n)
1 1
§n>1 =0

<
logn ~ logel/d

Somit folgt fiir alle 2 € D (beachte: =€ D):

n

An(2) = |f(2) - f(i)l <e(n>el)

Damit ist (a) gezeigt.

Zu f3: Setze 1, := 1+ m, dann gilt: 1 < 7, < p,,, und mit Lemma 11 folgt:
1 p 1
Bn(z) < sup |ful§)l 57— = swp [f(—)—
|€|=Tn T’:LL(TW/ - 1) |€|=Tn Pn Tg(Tn - 1)
1
< ——
= ”f”C(D) 777(7_” _ 1)

Zeige noch, dafl m —0(n—00). m

1
Bemerkung 23 Mit Hilfe der Transformation w = rz + zp kann man Satz 13 auch
fiir Kreise mit beliebigem Mittelpunkt zy € C und Radius r > 0 beweisen.

Satz 14 (Walsh)
Sei G das Innere einer rektifizierbaren Jordankurve C', und sei f holomorph auf G
und stetig auf G := G U C, dann existiert eine Folge (p,)3° mit p, € PS, so dafl

Jim £~ pulogy = 0.

Bemerkung 24 Mit Satz 14 kann man die Cauchy-Integralformel oder den Cauchy-
Integralsatz dahingehend verschérfen, daf§ C' der Rand des Holomorphiegebietes sein
darf, wenn f stetig auf GUC ist. Ist C' ein Kreis, dann kann man dies auch mit Satz
13 beweisen.

Satz 15 (Mergelyan, 1951)
Sei K C C kompakt und C\ K zusammenhéngend. Ist f stetig auf K" und holomorph
auf dem Inneren von K, dann existiert eine Folge (p,), pn € PS, so dafl

Jim | f = pulew) = 0.
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1.8 Approximation durch Splines in C|a, 0]

Im folgenden sei immer [a,b] ein kompaktes Intervall, k& € N, A = (x;)5_, eine

Zerlequng von [a,b], dh.a =2g <21 < .. <z =0b;1;, 7=0,1,2,...,k—1 seien die
durch die Zerlegung erzeugten Teilintervalle von [a, b], im einzelnen:
I :=[xj,x541), j=0,.., k—2, I 1= [xp_q, 2]
Definition 17
1. Fiir n € Ny heifit

PP.(A) = {s:[a,b] — C; Ip; € P, mit s(x) =p;(x) fuirz € I;, j =0,...,k—1}

die Menge der stickweisen Polynome vom Grad n zur Zerlegung A. (piecewise
polynomials)

2. Fiir n € Ny heifit

Su(8) = 1{ pp ()N CODa k], neN

die Menge der (polynomialen) Splines vom Grade n (mit einfachen Knoten
L1y eeny {L‘k_l).

Bemerkung 25

1. Firn > 1ist S,(A) C Cla,b] und s € S,(A) stimmt dann sogar auf jedem
abgeschlossenen Intervall [z;,z;11] (j = 0, ...,k — 1) mit einem Polynom vom
Grad n iiberein.

2. PP, NC"a,b] = P,, d.h. S,(A) ist die , kleinstmdgliche“ Verallgemeinerung
von P,.

Sn(A) ist ein linearer Vektorraum iiber C. Welche Dimension hat S, (A)?

Zur Erinnerung:
Lemma 12

1. Ist (a,b) CR,c€e Rund > ¢ (x — )V =0, = € (a,b), dann ist ¢, = 0 fur alle
v=0
v=20,1,...,n.

2. Fiir jedes c € Riist ((z —¢)")_, eine Basis fiir P,, insbesondere ist dim(P,,) =
n+ 1.

Wegen P,, C S, (A) gilt natiirlich dim S,,(A) > n+ 1. Formal erhilt man die Dimen-
sion von S, (A) durch Abzihlen der Freiheitsgrade: Wir haben k& Polynome vom Grad
n, das ergibt k(n+ 1) Freiheitsgrade. Wir haben in jedem Knoten n Stetigkeits- bzw.
Differenzierbarkeitsbedingungen, wodurch (k — 1)n Freiheitsgrade gebunden werden.
(k — 1 = # Knoten). Es bleiben also

kn+1)—(k—1n=kn+k—kn+n=n+k=n+1)+(k-1)
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Freiheitsgrade (dim P,, + # Knoten).

Lemma 13
Ist n € N, dann existiert zu s € S,(A) ein s € S,,—1(A) mit

s(x) = /m s(u)du + s(zo), = € [a,b]

Beweis: Ist n > 2, dann ist s € CW]a, b], und man kann 5 = s’ wiihlen.
Ist n = 1, dann stimmt s auf jedem Intervall [z;,x;41], j = 0,...,k — 1 mit einem
Polynom ¢; € P, iiberein. Sei also

s(x) =qi(v) =z + B (v € [zj,251], 7=0,....,k = 1)

Setze jetzt s(u) := «o; (v € U;, j =0,....,k — 1) und g(x f n)du + s(xo)
(x € [a,b]).

Offensichtlich ist 5 € Py(A) = PPy. Zeige noch, dal g = s gilt. Sei dazu = € Z; fiir
ein 7 =0,....,k — 1. Dann ist

zg / + S(u)du + / jg(u)dws(xo)

Nun ist aber s, = |jz, 4,,,] € CW[2y, 74a] fiir v =0,....k — 1 und ¢, (z) = ¢, (z) =
a, = s(z) fiir « € I,. Deshalb gilt

Jj—1 Tyt1 T
/ du+/ s’ (u)du + s(o)

J

I
5 t
>—‘ O

(Su(fﬁm) = su(@)) + 55(x) = 55(2;) + s(x0)

S
|
<)

1

(s(vi1) = s(z)) + s(2) = s(z;) + s(20)

s?xj) — 5(zo) + s(x) — s(x;) + s(zg) = s(x)

I
N
<.
Il I

Zum ,,7*: Beachte s,(2y+1) = 5(zu11), su(zy) = s(zy) und sj(z) = s(z), daz € I;. m

Lemma 14
Ist s € S,(A) fiir ein n € Ny, dann besitzt s die Darstellung

n k—1
s(@) =Y _eolr =)’ + Y du(e — )t

(x € [a,b]) mit geeigneten c,,d, € C und

n . {(x_y)n’ {L‘Zy
' 0, sonst
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Beweis: Induktion iiber n.

n = 0: Sei also s € Sp(A) = PPy, d.h. es existieren a; € C mit s(x) = o fiir x € 1,
Jj=0,....k—1. Zeige: s(x) = h(z), = € [a,b] mit h(z) := xg —1—223(&# —a,q)(x—
)4 (x € [a,b])

Sei x € I; fiir ein j =0, ...,k — 1. Dann gilt:

J
hz) =ao+ Z(O‘u —au) (z + T Z —au-1) (@3}
=1 %/—’ p—j+1 S——
=1, da z>z, =0, da z<z,

=ap+ Y (a,—a,1)=a+ (o — ) = a; = s(x)

n—n+1:Ist s € S,11(A), dann ist s(z) = f;o S(u)du + s(xo) (z € [a,b]) fir ein
s € S,(A) (nach Lemma 13). Nach Induktionsvoraussetzung gilt

Vdu + s(xo)

Nun ist

’ wa [0, r<z,\ 1 g1
L P T S N

Damit folgt

3
T
A

Cy 5 d "
s(z) = V+1(:c—:1:)“—|—s(a:)+ nﬁl(:c—xﬂ)jl
v=0 p=1 N~
d,
n+1 k—1
= c(x—mxo) + Z d, (v — )" m
v=0 p=1

Wegen (z—x0)"” € S,(A) firv =0,1,...,nund (x—x,)} € Sp(A) fiir p=1,....,k—1
folgt aus Lemma 14, da n +1 < dim S,(A) < n + k.

Satz 16
Fiir n € Ny ist dim S,(A) =n + k, und
B = {(z —@0)"; v on U@ —w)ts p=1,0k =1}

ist eine Basis.
Beweis: Wegen B* C S, (A) und Lemma 14 ist nur noch die lineare Unabhéngigkeit
der Elemente von B* zu zeigen. Sei dazu

n k—1
Z ey —x0)” + Z dy(x —x,)} =0.
v=0 pn=1
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fir x € [a,b]. Dann ist ) c,(x — z9)” =0, € |29, 71) (= = < x, Vu), und mit
v=0
Lemma 12 folgt ¢, = 0,v =0, 1,...,n. Aus (x) erhalten wir damit

k—1

(xx) Z dy(x—x,)} =0, z € [a,b].

p=1

Wir nehmen jetzt an, dafl mindestens eines der d,, # 0 ist, und setzen p := min{y €
{1,..,k—1}: d, # 0}. Damit gilt:

k-1 k-1
0= Zdy(x —z)} = Z (v — )7 = dyo (2 — 1)t (2 € [2g, Tpga])
pn=1 M=o

Es folgt d,,, = 0, Widerspruch. Alsod, =0, p=1,...k—1m
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Beispiel 5
[a,b] = [0,5], A =1{0,1,2,3,4,5}, k= 5.
Eine Basis fiir S1(A) ist

B* = {1,1‘, (ZL‘ - 1)+7 (l‘ - 2)-!—’ (ZL‘ - 3)-!—’ (ZL‘ - 4)+}

B | =6=14+5=n+k.

1 2 3 4 5 6
Eine andere Basis ist B := ((1 — |z — j|)+)?:0:

~ /1
\ / \
N\ [ J_ | £ -~
" I ™ T T
1 3 4 5 6
» Ve
7 N s N\
/ N\ 7/ \
7\ f
/ \ ’
Zz “~ d
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Berechne 50 Funktionswerte, 10 in jedem Teilintervall, von s € S;(A). Sei
6
(D) s(x) =) a;bj(z) mit a; € C, b] € B’
j=1

6
(II) s(z) = Zﬁjbj(:c) mit 8; € C, b; € B
=1

Anzahl der Summanden # 0 in (I):

Fiir die 10 Funktionswerte in Ij:
Fir die 10 Funktionswerte in I;:
Fiir die 10 Funktionswerte in I5:
Fiir die 10 Funktionswerte in I3:
Fir die 10 Funktionswerte in Iy:
Summe: 200

Anzahl der Summanden # 0 in (II):
10 -
10 -
10 -
10 -
10 -

Fiir die 10 Funktionswerte in Ij:
Fiir die 10 Funktionswerte in I;:
Fir die 10 Funktionswerte in I5:
Fiir die 10 Funktionswerte in I3:
Fir die 10 Funktionswerte in Iy:
Summe: 100

10 -
10 -
10 -
10 -
10 -

2=20
3 =30
4 =40
5 =250
6 = 60
2=20
2=20
2=120
2=20
2=20

Dies ist ein erster Hinweis, dafl B giinstiger ist als B*.

Was bedeutet der Name Spline?

a b

35

Gesucht: eine zweimal stetig differenzierbare Kurve y, die durch die Punkte geht,

und fiir die

b
lilz = | / (1) 2]

minimal wird, wobei

K(t) ==

y"(t)

(1 +y/ ()"

Kriimmung von y
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Setzt man k(t) ~ y”(t), dann sucht man also eine Kurve s € C?[a,b] mit |s"], =

m21[n }”9””2- Man kann zeigen, dafl gewisse interpolierende kubische Splines s €
geC?[a,b

S3(A) dieses Minimalproblem losen.
Zum Zeichnen einer solchen Kurve nahm man frither eine diinne Holzlatte (englisch:
spline), die man mit Gewichten fixierte:

Holzplatte (Spline)

/

Definition 18
Sei f: DCR —C, neNy, (t;)7_, C D mit ¢; # ¢; fiir j # i. Dann heifit

o tlf =3t
=0 [ (t; —t)

i=0,ij
die n-te diwvidierte Differenz von f an den Knoten tg, ..., ¢,.

Beispiel 6

[tol f = f(to), [to,t1]f = tf(—tozl " tf(_ht)o _ f(tgz : ;Z(tl)

Lemma 15 Seien f,n,(t;) wie in Definition 18.
1. Fiir jede Permutation t;,, ..., t;, der t; gilt: [to, ..., ta]f = [tio, -t ] f
2.

[to, oo iy oor tnl f = [ty oo By ooos t) f

to, ..., t =
[ 0 ) n]f tj _ tl

(i # j, n €N),

wobei die Knoten mit ™~ weggelassen werden)

3. Ist g : D — C, dann gilt die Leibnizregel:

n

[th ---atn]fg = Z[th ~-'>tj]f : [tj7 "-atn]g

=0
4. Sei eg(x) = 1,e1(z) = = (x € [a,b]), dann gilt:

[toleo = 1, [to, .., tn]eo =0 ¥n > 1 und
[toler = to, [to,t1]er =1, [to, ..., tn]er = 0 V0 > 2
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5. Sei f : R? — C und g(z) := [to, ..., tn| f(z,-) (Differenz wird beziiglich - ange-
wendet)

(a) Ist f(x,y) fiir alle y € R stetig in zy (als Funktion von z), d.h.
lim f(zo +h,y) = f(zo,y) Yy € R,

dann ist g stetig in z.

(b) Existiert (D%f)(zo,y) := (Z)"f(2,y)]ss, fiir ein 7 € N und alle y € R,
dann existiert auch ¢ (x), und es gilt

g(r)<x0) = [t07 ) tnKD;f)(.iL’(], )

Beweis: 1), 2): Ubung, 3),4) nachrechnen.
5) Fiir jedes j ist f(x,t;) stetig bzw. r-fach differenzierbar in . Deshalb ist auch
die n-te Differenz stetig bzw. r-fach differenzierbar in zy. g

Definition 19
Sei j € Z, n € Ny, und seien y; < yj11 < ... < Yjin41 Punkte in R. Dann heifit

Q7 (x) == (=1)" [y, s Yjnal(x — )1 (x €R)

der B-Spline vom Grad n (zu den Knoten y;, ..., Yjtnt1, und

N} (2) = (Yjan1 — ¥;)Qf (z) (z €R)

heifit normalisierter B-Spline vom Grad n.

Beispiel 7

QYx) = (=D)ys, yjal(z — )L

0 r <Y,
€T — U 0 _ €T — U 0 ? J
—(pttmwhe il ol S ws <,
/ i 07 X Z Yj+1
1
= mx[yj7yj+l)(x)
N_]O<x> = X[yj,yj+1)<x)
Satz 17 ’
Fir j € Z,n € N und (yu)ii?“ wie in Definition 19 gilt:
n—1 n—1
r—Y;)J: (T) + (Yign+t1 — )5 (T
Yjtn+1 — Yj
Beweis:

Q?(ﬂf) = (_1)n+1[yj7 e Yjint1] (T —y)y
——

n—1

(z—y)(z—y)L
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j+n+1
= (=" Y i 9@ = )l s Yienal (z = )t (Leibniz)
v=j ~

(%)
(z—y;), v=1
{(U, v=j+1
0, v>g+2
= (1" (@ = y)Wjs o Yjrnral (@ — )i
- [yj-f—la seey yj+n+1](x - y)?f—_lj}

-~

()" (@)

Nun ist nach Lemma 15.2:

gl — gyt = W Yinl@ 0 = By s penl@ — )8
i i Yi = Yjint1
_ @@ - G
Yjtn+1 — Y5
Es folgt:
-1 n+2
Qj(z) :@%ﬁj@ﬁ@—%NfWMQTW@+04W“@—w)Zﬁ@
+(Yjtne1 — ?/j)Q?:%(fE)(—l)nH}

1

= =)0 + B~ Q)

Jj+n+1

,—;  wie in Definition 19, dann gilt:

Satz 18 Seien j,n und (y,)
L Q% (x) =0 fiir v < y; und = > yj1n11
2. QM (x) >0 fiir v € Rund Qf(z) > 0 fiir x € (y;,Yjrnt1)
3. Q1€ C"Y(R) (n #0)

4. Q% stimmt auf jedem Intervall (—oo,y;), [Yu,Yor1), v = J,J + 1,0 +
[Yj+n+1,00) mit einem Polynom vom Grad n iiberein.

Beweis: 3. gilt wegen Lemma 15.3, da (z — y)"! fiir jedes y € R als Funktion von x
zu C™ ! gehort.

Die iibrigen Aussagen beweist man durch Induktion iiber n, wobei man die Aussagen
fiir n = 0 aus Beispiel 7 erhélt und fiir den Induktionsschluf (n — 1 — n) Satz 17
benutzt.

Bemerkung 26 Alle Aussagen von Satz 18 gelten auch fiir die N7'.
Bemerkung 27 Aus Satz 18.1, 18.2 folgt:

Tr(Q7) = {z e R: Qf(x) # 0} = [y, Yjnt1]
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(Tréger). Ebenso gilt: Tr(NT') = [y, Yjrni1)-

Lemma 16 (Mardsen-Identitiit)
Seien m,n € Ny, j € Z, und seien y;_,, < Yj_nt1 < ... < Yj4mint1 Punkte in R,
dann gilt
Jj+m
= > Lun@N} (@) (% € [y, Yjrmr) )
v=j—n

mit wu,n(y) = Hl(y - yu-l-u)'
'LL:
Beweis: n = 0: mit Beispiel 7 und ¢, =1

n—1—n:Sel z € [y;, Yjrmi1)-

j+m j+m
Z Soun Nn Z Qoun yu+n+1 - yu)Qﬁ > (x)
v=j—n v=j-n
j+m
= Z ()OVJL(y){(x - yl/)Qﬁil(:w + (qurnJrl - SU)QZJ%(SU)}
v=j—n
Jj+m Jj+m+1
= Z @u,n( x — Y Qn 1 Z Pr—1 n yu+n - SL’)QZ_l(I)
v=j-n v=j—n+1

Nun ist Q;‘: () =0 fiir £ > y(j_n)y+(m-1)41 = y; und Qﬁmﬂ( x) =0 fiir © < Yjpmt1
= FErster Term der ersten Summe und letzter Term der zweiten Summe sind 0.
Deshalb haben wir

J+m
S = Z inl(lﬁ \{‘:OV,n(y) (:U - yu) + <Pu71,n(y)(yu+n — x)}J
v=j—(n-1) ®

Fir K gﬂt wegen qu,n<y> = Spu,n71<y> (y - yl/+n) und qufl,n<y> = Q)Ou,n71<y)(y - yl/)7
daf3

K = @u,nfl(y”(y - qurn)(x - yu) =+ (y - yu)<yu+n - x)} = ¢y7n71<y)(y - LL’) (qurn - yl/)

Somit erhalten wir nach Induktionsvoraussetzung:

Jj+m
S = Z Qn 1 yu—i—n yV)J‘PV,n—l(y) (y - :E)
i j—(n—1) No- 1( ) )

(y—a)n—1 (In:iruktionsvor.)
=(y-2)""(y—2)
=y—7)"m

Lemma 17

Seien m,n, j, (y,)
lung der Form

Jj+m4n+1

v—j_n  wie in Lemma 16. Dann besitzt jedes ¢ € P, eine Darstel-

= Z a, Ny (z) (€ [Yj, Yjrme1) )

v=j—n
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mit geeigneten «,, € C. Insbesondere gilt: (Zerlegung der Einheit, partition of unity)

Jjtm

Y. M@ =1 (@€ yypmn) )

v=j—n
Beweis: Setze p(y) = (y — x)", dann gilt fir 0 < x4 < n nach Lemma 16:
j+m
M0)= Y W OINNz) (2 € [y Yjrmr) )
v=j—n
Wegen p)(0) = n(n — 1)...(n — p + 1)(=1)""Ha"# gilt mit g =n —r:
(n—r)

r (Pu,n (O) n
(=1) n(n—1)...(r+ 1)N” (z)

( € [y, Yjgme); 7=0,1,....n)

8

,

I
< <.
1M
4 3

Damit ist der erste Teil bewiesen. Fiir » = 0 folgt

Jjt+m
1= Y eON @)

v=j—n

Da ¢, ,(y) = y"+ kleinere Potenzen von y, gilt cp,(,ny)L(O) = nl, woraus der zweite Teil

fOlgt. u

Lemma 18
Seien j € Z,n € No,yj—n < Yjont1 < ... < Yjint1 Punkte in R und 0 # (¢,d) C

[ijyj-f—l)' ISt A
(x) Y aN(@)=0(z€(cd))

v=j—n

fiir gewisse ¢, € C, dann gilt ¢, = 0,v =35 —n, ..., J.
Beweis: Die N’ stimmen auf [y;, y;11) mit einem Polynom ¢, € P, iiberein. Somit
folgt aus (*):

J J
Z e, N (x Z () =0 (x € (c,d))
v=j—n v=j—n
Damit gilt sogar
J
(%) Z gy () =0 (x € R)
v=j—n

(Ist ein Polynom 0 auf einem Intervall, dann ist es das Nullpolynom.) Andererseits
ist nach Lemma 17 jedes ¢ € P,, darstellbar als

Z o, N™(z Z g () (= € [Y;,Yj41) )

v=j—n v=j—n
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Damit ist jedes ¢ € P, darstellbar als Linearkombination der (n 4 1) Polynome
Qj—n, -, qj- Da dimP,, = n+ 1 ist, miissen die ¢, (v = j —n, ..., j) linear unabhéngig
sein. Aus (xx) folgt damit ¢, =0, v =7 —n,...,j. m

Definition 20
Sei A = (x;)h_, eine Zerlegung eines Intervalls [a,b] C R. Ist (t,)25F C R (fiir
n € Np) derart, daB

tr<thi<..<t,<a
byl = X1

lnyo = T2

bptk—1 = Tp—1
b < tn-‘,—k < tn—l—k—l—l <. < t2n+k7

wobei im Fall n = 0 der Punkt ¢, =t,,1;x > b zu wihlen ist, dann heif3t

k
A= (t))h
eine erweiterte Zerlegung vom Grad n zu A.

Bemerkung 28 Fiir v < n und v > n + k kénnen die ¢, beliebig < a bzw. > b
gewahlt werden. Im Fall n = 0 mufl ¢, > b sein.

Das Ziel aller vorangegangen Lemmata ist der folgende Satz:

Satz 19

Ist A eine erweiterte Zerlegung vom Grad n zu A, dann sind die normalisierten B-
Splines N, ...,n, .4, gebildet beziiglich der Punkte von A, eine Basis von S, (A).
Beweis: Sei N wie oben gegeben. Zeige: NJ' € S,,(A). Nach Satz 18 und Bemerkung
26 ist N € C"Y[a,b] und N = g, € P, fiir x € [t typ1), p = 0,...,.2n + k — 1.
Zeige jetzt: N = qu(x) firx € I;,7=0,...,k— 1.

Ist j =0,...,k — 2, dann ist

— . . C [tnathrl)’ J =0
-[_] - I:xj’xj—"_l){ = I:tn+j’tn+j+1)’ ] Z 1

Damit ist aber NJ'(x) = gpy,(z) fir j =0,....k — 2.

Fiir j = k—1ist I_1 = [xx_1, 2x] (rechts abgeschlossen! x;, = b). Ist nun n > 1, dann
ist N'(z) = quig—1(x) fiir © € [tnsg—1,tnsx) D [Tr_1, 7). Wegen der Stetigkeit von
N und gnyp—1 gilt aber sogar NJ(2) = qnyx—1(2), T € [tnpr—1, tnsr] D [Tr1, 7] =
Ii—1. Ist n = 0, dann ist N} i.a. nicht stetig, und obiges Argument geht nicht mehr
durch. In diesem Fall ist aber nach Definition von A

Iioy = [wp—1,2k) C[ tosk—1 » tnir)
—— =~

=tp_1=xp_1 =t;>b
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Die NJ), v =0,1,...,n+ k + 1 sind also n + k = dim S,,(A) Funktionen aus S, (A).

Zeige noch die lineare Unabhéngigkeit.

n+k—1
Sei also Y ¢,NI'(x) =0, (z € [a,b]), und sei n < j < n+k — 1, dann gilt
v=0
j -1 n+k—1
Z S 3 ) =0 (o €]
v=j—n v=j+1

Sei jetzt x € (:Uj,n,xj,nﬂ) C [tjathrl)- Fir v S j —n—1ist z Z tj Z tl/JrnJrl, d.h.
N (z)=0.Furv > j+1list v < tj4; <t;, dh. NJ(x) = 0. Somit wird aus (x)
J
D N/ (@) =0 (2 € (2j-n, Tjns1) )

v=j—n

Aus Lemma 18 folgt ¢, = 0 fir v = j —n,7 —n+1,...,j. Da dies fiir alle j =
n,n+1,..,n+k—1gilt, erhédlt man ¢, =0 firalle v =0,...n+k—1. g

Lemma 19
Seien A, A, (N™)"*+1 wie oben, dann gilt

n+k—1

SN =1 (e fad)

Beweis: Aus Lemma 17 mit j =n,m =k — 1 folgt

n+k—1

S ONK@) =1 (@ € [t tase) ).

Ist nun n = 0, dann gilt [¢,, thek) = [to,tx) D [a,b], und alles ist klar. Ist dagegen
n+k—1
n > 1, dann gilt i.a. nur [t,, ) D [a,b), d.h. aus (x) folgt Z N'(x) =1,z €

[a,b). Wegen der Stetigkeit der N7 muf} diese Aussage aber auch fur x = b gelten. g

Bei der Approximation durch Polynome haben wir zu f € Cfa,b] eine Folge von
Polyomen (p,,)g° mlt pn € P, konstruiert, fiir die galt: lim | f — p,|cfay = 0. Ahnlich
fiir LP(a,b), Cor, L5 . (Hier ging also der Polynomgrad n — o00.)

Wir wollen jetzt nach Folgen von Splines (s,,)°_, suchen mit s, € S,(A,,) und
lim |sm, — flcjey = 0. Dabei ist (A,,) eine Folge von Zerlegungen von [a, b] mit

m—00

”Am” = O<m<alg< 1 |xu+1 xu| - 07 m — oo

(Fester Polynomgrad n, Zerlegungsindex m — oo. k = k(m).)

Approzimationsproblem:
Sei n € Ny und (A,,)_, eine Folge von Zerlegungen von [a,b] mit |A,,| — 0 fiir
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m — oo. Existiert zu jedem f € Cl[a,b] eine Folge ($,,,)50_, mit s, € S, (A,,) und
Tim sy = flofay = 07

Satz 20

Sei n € Ny, (A,)X_, eine Folge von Zerlegungen A,, = (:c])k(rg) von [a,b] mit
lim |A,,|=0.

Zu jedem f € C|a,b] existiert eine Folge (s,,)5_, mit s, € S,,(A,,) und

lim Hf — Sm"C[ab 0.

m—00

Beweis: Wir betrachten zunéchst eine feste Zerlegung A = (:10])9‘C o, €ine erweiterte

Zerlegung A = (t,)2"tF vom Grad n und die dazugehdrigen B-Splines (N7)"Zk—1.

AuBerdem wihlen wir ein System von Punkten & := (&,)" 5! mit &, € [t,, ty1ni1] N
[a,b]. Beachte [t,,t,4n41] N [a,b] # (0. Damit definieren wir einen Operator Ax :
Cla, bl — S,(A) durch

n+k—1

(Azf)(@) = > f&IN}z) (f€Cla,b],z € [a,b])

v=0

(Die Abhéngigkeit des Operators von der Wahl von ¢ wird hier nicht ausgedriickt.)
Es gilt fiir x € [a, b]:

n+k—1 n+k—1
(AsH) -~ S0 =1 3 6N - 1) 3 W
H_/
1, La. 19
n+k—1

IA

Z f(x) = f(&)IND(z) (N >0)
= Z | (2) = FE)INT () + D [f(x) = F(E)IN (@)

veSy veSs

mit Sy :={re{0,...,n+k—1}: v €t,,tysnp1]}und S :={re{0,...,n+k—1}:
& [ty, tyrni1]}. Ist jetzt v € Sy, dann ist = ¢ [t,,t, 1 ne1], und wegen &, € [t,, tyni1]
gilt dann

[f(z) = (&) < sup 1f(y) = f()

¥,y €la,bNfty tu 1]

< sup 1f(y) — f()]

vy €lablly—y'|[<(n+1)|4|

Setzt man fiir § > 0

w(f;0) = sup |f(y) = fW)],

v,y €la,b,ly—y'|<6

dann kann man die letzte Ungleichung schreiben als

[f(z) = f(&) S w(fs5 (n+ DA
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(w(f;6) heiBt der Stetigkeitsmodul von f).
Damit gilt

()] <w(f;(n+DIAD Y N(@)

<w(fi(n+DIAD Y Ny
v=0

= w(f; (n+ ]A])

N
>t
=
S
~—

|
~

Weiter gilt sogar: (sup, bilden)

(¥) JARf = flews < w(f; (n+ DIA]).

Haben wir jetzt eine Folge von Zerlegungen (A,,)5°_, mit |A,,| — 0 und konstruieren
ganz analog fiir jedes m die Operatoren Ax , dann gilt Ax f € S,(A,) und

Iz, f = Flewy < w(f; (n+ DIAW])

Wegen der gleichméBigen Stetigkeit von f auf [a,b] gilt nun 5lir(l)a w(f;0) =0, d.h.
—0+
wegen |A,,| — 0 folgt die Behauptung. m

Bemerkung 29 Die Ungleichung (*) kann zu

[AZf = flotan < w(f;(n+D[A]).

(A ohne Tilde) verschérft werden.

2 Satz von Banach-Steinhaus

2.1 Funktionalanalytische Grundlagen

Definition 1 Sei X ein normierter linearer Raum (NLR).

1. Die Menge S, (fo) :=={f € X; |f — folx < r} heifit offene Kugel mit Mittel-
punkt fo € X und Radius » > 0. S,(fo) := {f € X; |f— fo|x < r} heifit
abgeschlossene Kugel.

2. Eine Teilmenge A C X heifit beschrdnkt, falls ein r > 0 existiert mit | f|x <r
fiir alle f € A.

3. Eine Teilmenge A C X heifit dicht in X, falls zu jedem f € X und £ > 0 ein
g€ Amit |f —g|x < ¢ existiert.
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4. Eine Teilmenge G C X heifit fundamental in X, falls die Menge aller endlichen
Linearkombinationen von Elementen aus G dicht in X ist, d.h. falls

spanG = {f € X; f:Zakgk, g € G,n €N, a4 € O}
k=1

dicht in X ist.

Beispiele:

Die Menge aller Polynome P ist dicht in XJa,b] (Sitze 3, 12 in Kapitel 1). Ebenso
ist IT dicht in Xy, (Sétze 6, 8 in Kapitel 1). AuBerdem ist C[a, b] dicht in LP[a, b],1 <
p<oound Cyr in Lh_ ;1 < p < oo, wegen P C Cla,b] C LP(a,b), I C Cy C LY.
Die Menge der Monome {z™;n € Ny} ist fundamental in X|a,b], und {e**; k € Z}
oder {coskz; k € No} U {sin kz; k € N} sind fundamental in Xs,.

Definition 2 Seien X,Y LNR iiber demselben Korper ®.

e Ein Operator (eine Abbildung) 7': X — Y heifit stetig im Punkt f, € X, falls
zu jedem £ > 0 ein 6 > 0 existiert mit |T'fy — T'f|y < e fiir alle f € X mit

|f = folx < 0.

o T heifit stetig auf X, falls T stetig in jedem Punkt von X ist.

o T heifit gleichmdfig stetig auf A C X, falls zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert,
sodal |Tf —Tyg|y < e firalle f,g € Amit |f —g|x <.

e T heifit beschrdankt, falls
1711y

rex\ior Iflx

< 00

Lemma 1 Seien XY wie in Definition 2.

1. Die Menge [X,Y] := {T : X — Y;T ist linear und beschrinkt} bildet einen
linearen Raum unter der Addition

(S+T)(f)=5f+Tf (I.Se[X) Y] feX)
und der skalaren Multiplikation

(@T)(f) =aT(f) (Te[X,Y],a€d)

2. Die Abbildung || x,v; : [X, Y] — R definiert durch

Tf
Tlxy = sup LI
rexvioy I1flx

ist eine Norm auf [X,Y].
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3. Ist T € [X, Y], dann gilt:

ITixy; = sup |Tfly = sup [Tf]y = sup [Tf]y
Iflx<1 1flx=1 1flx<1

—inf{M >0: |Tf]y < M[f|x fir alle f € X}

Definition 3
Ist Y ein Banach-Raum, dann ist auch [X, Y] ein Banach-Raum. Fiir die Operator-
norm |-|x,y; gilt:

ITFly < Tlpxlflx fir alle f € X,

und |7’ x,y; ist die kleinste Zahl M > 0, fiir die gilt: |T'f|y < M| f]x.

Lemma 2 Seien X,Y wie in Definition 2 und 7' : X — Y linear. Aquivalent sind:
1. T ist stetig in (einem) fo € X,
2. T ist gleichméafig stetig auf X,
3. T ist beschrankt,
4. T bildet beschrinkte Mengen auf beschrinkte Mengen ab.

Beweis: Ubung.

2.2 Das UBP und der Satz von Banach-Steinhaus

Satz 1 (Uniform Boundedness Pinciple, UBP)

Sei (Tn)acs eine Familie beschrinkter, linearer Operatoren von einem Banachraum
X in einen LNR Y, d.h. (T,)aes C [X,Y].

Falls fiir jedes f € X eine Konstante My < oo existiert, so daf3

() NTafly < My (€ J),

dann ist auch (|74 |x,y])acs beschrénkt, d.h. es existiert eine (von f unabhéngige)
Konstante M < oo mit

ITafly < M| flx-

Kurzform:

|Tafly < Mal flx

| Toflly < My } = |Tofly < M| f|x unabh. von «, f

Beweis: Annahme: (|7,])acs nicht beschrénkt. Dann existiert eine Folge (7, )5,
mit lim |7, | = co. Setzt man S, :=T,,,, dann gilt:

(1)  lim |S,] = o0
Nach Lemma 1.3 gibt es eine Folge (f,)5°; C X mit

1
(2) Ifalx =1 und [Sufaly = 515
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(sieche (i) unten). Wéhle jetzt eine Zahlenfolge (ay)52; C (0, 00) mit

Zak<oound Zak ]EN)

k=j+1

z.B. oy, = 67%) Konstruiere jetzt eine Folge (n;)*, C N mit ng; > ng, k € N und
k=1 +

7j—1

(@) 1501 > (3 oy, +7) G €N),

At

wobei My, ~die Schranke aus () ist. (Zur Konstruktion dieser Folge siehe (ii).) Setze

jetzt gm = > ayfn, und definiere g € X durch lim |g, — ¢g|x = 0. (Zur Existenz
k=1 m—00

von g siehe (iii).)

Behauptung: |S,,;g[y — oo fiir j — co. Dazu:

Zunéchst gilt | Sy, gly = lim Sy, gm|y (siehe (iv)) und weiter

-1 m
1S, gmlly = 10, (Y @b fu) + Sy (@ fn,) + S, (D crfu)ly
k=1 k=j+1
J—1 m
> (S, (@ fo My = 15, anfu)ly = 150, ( D anfur)ly
k=1 k=j+1
= Il — _[2 — Ig.
Nun ist
L = ajlSu,fus Iy 20 5 2s,,|
j-1 j-1
I Z || Sy frr v <o) Z oMy,
k=1 k=1
Q;
2 15n 1 =
I < Z S, Fuily <D @S ||l
k=j+1 k=j+1 1)
1501 > <181 Y o
k=j+1 k=j+1
(){.
<@ 150,12
Es folgt:
1 1 , 1 o .
[, 9mlly > S, (— — 5 )t = alSyl g 5 ( ENym = )
%,_/
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Damit gilt auch (m — oo):

r .
[Sn;9ly = ajllSu, | - 75+ 2 5 — 00, 5 — 00

N————
>0

Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung, denn

sup |Tog| = sup | Sy, g] = oo.
acJ JEN

(Zeige also noch (i)-(iv).)

Zu (i): Nach Lemma 1.3 ist |S,,| = sup |S.f|y. Nach Definition von sup existiert
Iflx=1

zue>0ein f, € X mit ||f,] =1 und | S, fn] = |Sn] — €. Ist |S,| > 0, dann wéhle

e =11Su] = |Sufal = 31S.]. (fiir |S,| = 0 ist nichts zu zeigen.)
Zu (ii): Wahle n; € N, so daBl |S,,| > O% (moglich nach (1).) Hat man n; < ny <
... < n; gefunden, dann wihle n;;; > n; mit

j—1

— () oMy, +j+1)

«
j+1 =1

S0 >

(ebenfalls moglich wegen (1).)
Zu (iii): Fir n,m € N mit n < m gilt:

m

m
90— gulx =1 Y aufulx < 3 awfulx <<

fir n,m > N(g), da > oo, oy < o0.
Damit ist (g,,) eine Cauchy-Folge in X, und da X ein Banachraum ist (also vollstén-
dig!), existiert ein g € X mit lim |g,, — g|x = 0.

Zu (iv):

190,91y = IS0, gmly| < 150,9 = Sn,gmly  (nach Bem. 1, Kap. 1)
= [Sn; (g = gm)ly < 150,119 = gmlx — 0,m — c0. m

Zur Beweismethode:
Schliissel ist die Folge (ny). Die Auswahl der ny erfolgt so, da8 |.S,, fn,| ,,groB* ist
und | Sy, fn, | »klein® fiir j # k. Dabei bedeuten , groB“ und ,klein®, daf

[e.9]

?JHSnjfn]”_ Z ak”Snjfnk” — oo fiir j — o0
k=1.k4j

(vgl. Abschétzungen von Iy, Io, I3).
Fiir festes j kann man die Zahlenfolge (| Sy, fn,[)7Z, etwa so skizzieren:
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—t———F—F—1+— k

Der Hocker (Buckel) gleitet mit j. Daher hat diese Beweismethode den Namen Me-
thode des gleitenden Hickers (Buckels).
Anderer Beweis mit Baire-Kategoriensatz: Kiirzer, aber viel Funktionalanalysis.

Satz 2 (Satz von Banach-Steinhaus, 1927)
Sei X ein Banach-Raum, Y ein NLR und G C X eine Fundamentalmenge.

L. Ist (T,)2, C [X, Y] und T € [X,Y], dann gilt:

(a) (@) [Tnlix,y) < M (n € No) und
(8) lim |T,g —Tgly =0 (9 € G)
genau dann, wenn

(b) lim |T.f =T/l =0 (f € X)

2. Sei A = (a,b) mit —oo < a < b < oo und py = b, und seien (7,),ca C
[X,Y],T € [X,Y]. Dann gilt:

(a) () Es existiert ein p* € (a,b) mit |T,| < M (p € (p*,b) )
(8) lim |Tpg —Tgl =0 (g € G)

genau dann, wenn
(b) lim I7,f =T/ =0 (f € X)
Eine entsprechende Aussage gilt fiir pg = a.

Beweis: Zu Teil 1):
(a) = (b): Wir zeigen zunéchst

(%) lim |T,h—Thy =0 (h € span G)
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Sei dazu h = Y_ ¢rgg mit ¢ € @, gx € G. Dann gilt
k=1

ITuh = Thly = 1 ex(Tuge = Tai)ly < Y leallTuge — Tgrly — 0,n — co.
k=1 k=1

Um (b) zu zeigen, withlen wir zu f € X und € > 0 ein h € spanG mit |f — h|x < e
(moglich, da span G dicht in X ist). Es folgt

|Tf =TF < Tuf = Tob| + |Toh = Thl + |Th = Tf|
= Ta(f = W HNTC = )]+ | Tuh = Th]
< Talllf = Al + TS = Al + [Tk = Th]
< (M +|Te + | Tuh = Thl

Fiir n — oo folgt daraus limsup |1, f — T'f| < (M+|T|)e, also lim |71, f —Tf| = 0.

(b) = (a): (B) klar. Zu («): Sei f € X und € = 1. Dann existiert ein N € N mit
Nl = 1Tfll < |Tnf —Tf| <1 firn> N (Bemerkung 1, Kapitel 1). Setzt man
noch My := max |71, f|, dann gilt |T,,f| < 1+ |Tf| + My =: My (n € Np). Damit

0<n<N
ist die Bedingung () aus Satz 1 (UBP) (mit J = Ny) erfiillt, und es folgt, da8 die
Operatornormen |7,,| beschrinkt sind, also (a)(«).

Zu Teil 2):

(a) = (b) wie in Teil 1). Zu (b) = (a): () ist wieder klar. Zu («): Wie in Teil 1)
erhédlt man zunéchst:

(*) Fiir jede Folge (p;)32; C (a,b) mit jli_)nc}o pj = po ist die Folge der Operatornormen

(I7,,1)32, beschrinkt.

Annahme: («) sei nicht erfiillt, d.h. zu jedem p* € (a,b) und M > 0 gibt es ein

P € (p*,b) mit |T,,| > M. Wihle jetzt eine Folge (p})52, mit lim pi = po, dann
j—o0

existiert zu jedem j € Nein p; € (p05,0) mit |[T,,| > j. Wegen |p; —po| < [p}—po| — 0

gilt lim p; = po. Aber im Widerspruch zu (x): lim |7}, = co. m
=00 j—00

Bemerkung 2 In den Beweisen (a)=-(b) wird die Voraussetzung, dal X ein Ba-
nachraum ist, nicht beno6tigt. Diese Implikation gilt deshalb fiir beliebige NLR X.
Wir werden Satz 2 meistens fiir den Fall benotigen, wo X =Y und T = Id ist.

Folgerung 1

1. Sei X ein Banachraum, G C X eine Fundamentalmenge und (7,,)%, C [X].
Es gilt
(a) (@) [Tafx) < M (n € Np) und
(8) Tim [Tog —glx =0 (g € G)
genau dann, wenn

(b) lim |T.f ~ flx =0 (f € X)
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2. Seien X, G wie oben, A = (a,b) mit —co < a < b < oo und py = b. Ist
(T))pea C [X], dann gilt:
(a) (a) Es existiert ein p* € (a,b) mit |T,|x] < M (p € (p*,b) )
(8) lim [To9 —glx =0 (g € G)
genau dann, wenn

(0) tim [T, — flx =0 (f € X).
Beispiel 1: Kantorovic-Polynome (Ubung)

n+1

Puf)@) = (n+1)S pusla) / fOdt, feX(0,1), z€0,1]

k
n+1

mit X = LP oder X = C, pnyi(z) == (})a"(1 —2)" % 0 <k <n.
Es gilt: P, : X10,1] — X0, 1] linear (sogar — C[0,1]), und (i) |Puf|xp0,1 < [f]x701]
(Ubung), (ii) (Puf)(z) = £(B,s1 F)(x) mit B,,; = Bernsteinoperator und F(u) =

" dx
Jo f(®)dt (Ubung).
Aus (i) folgt | Py x(o,1) < 1, und aus (i) fiir alle Monome z*, k € Np:

IPu)@) = Hlxios) = 14 (Bt 2o)(@) = 2o
’ dx k+1 ’
d uk—i—l L
<) ”%(B"“k;—ﬂ)(x) — 2" ¢o,1) — 0 fiir n — oo,

da [(Bng)' — glcp, — 0 fiir g € C[0,1] (Ubung).

(zu (*) ”h”X[O,l} S "h”c[&u fllI‘ h - C[O, 1])

Mit Folgerung 1 erhdlt man daraus |P,f — f|xp, — 0 fir alle f € X[0,1], da
{z* | k € Ny} eine Fundamentalmenge in X [0, 1] ist (vergleiche Beispiele nach Defi-
nition 1)

Vergleich: Bohman-Korovkin und Banach-Steinhaus

Vorteile Nachteile
Bohman- Nur 3 (2) Testfunktionen, keine | Nur fiir positive Operato-
Korovkin | explizite Bedingung an die Ope- | ren, nur in C[a, b] und Co,

ratornorm
Banach- Fiir beliebige lineare Operatoren, | i.a. co viele Testfunktionen,
Steinhaus | fiir beliebige LNR (BR) Operatornormen  miissen

iiberpriift werden

2.3 Anwendungen von Banach-Steinhaus auf periodische Fal-
tungsintegrale

Satz 3
Ist (X,)pea ein periodischer Kern, dann definiert das Faltungsintegral I,f := f * x,,
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p € A, eine Familie beschrénkter linearer Operatoren von X,, in sich, und fiir die
Operatornormen gilt:

1
() Hplieen = 51Xl (p € A).

Beweis: Ist f € X, dann ist I,f € Xy, nach Lemma 7, Kapitel 1. Die Abbildung
I, : Xor — Xy ist offensichtlich linear, und es gilt nach Lemma 6, Kapitel 1:

1
1 Lo f1x2r = 10 * Fllxan < 5= X611 f | 00
2T

woraus sofort die Abschétzung (x) fiir die Operatornorm folgt. m

Folgerung 2
Ist (xp)pea ein Kern mit (i) |x, |1 < M (p € A) und (ii) lim x, (k) =1 (k € Z),

p—p0
dann gilt

im |If = flx,, =0 (f € Xox)
pP—P0

d.h. (1,),eca bildet einen Approximationsproze auf Xs,.

Beweis: Wir wenden Folgerung 1 (a)=-(b) auf die Operatoren I, : X5, — Xo
an. Aus |x,|1 < M folgt mit Satz 3 sofort: |I,|] < M. Zu zeigen bleibt noch:
phIE 11,9 — g|x,, =0 (9 € G), wobei G fundamental in Xy, ist. Wir wihlen G :=
—P0

{ei** k€ Z} (vgl. Beispiel nach Definition 1). Zeige also:
[(Zpe™ () = €™ x — 0

Nun gilt:

) 1 T L1 L
([pezku)(l,> — 2_/ ezk(a}—u)Xp<u)du — ezka}_ e’k“Xp(u)du
™ J_x —T
= eikxXpA(k)
Damit folgt
[(Ze™(-) = e®|x, = ™ (x, (k) — Dl
=[x, (k) = 1] Je®x,, =0 m
————

{ =2r'P, Xop = L,
=1, Xor = 027r

Beispiel 2: de la Vallée-Poussin-Mittel, delayed means

m m sin
—)F,(x) - ——F,,_1(x) =
n+1—m) (z) n+1—m (n+1—m)sin

(m,n € Ng,0 <m <n, F, Fejér-Kern)
Spezialfélle: m = 0 = vy, = F,,; m =n = v,, = D,, Dirichlet-Kern. Es gilt:

Unm(z) = (14

1, k| <m
Upom (k) = { 1 — dem o < k] <n

n+l—m?’

0, k| >n+1
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und
m m 2m
[omnlh < ( Jrn—i—l—m)L ,-/HlJrn—l—l—mL,l_”E m{ +n—l—l—m)
27 27

Wihlt man jetzt m in Abhéngigkeit von n so, dafl — fl"i — beschréinkt bleibt und

lim v,,, (k) = 1 (k € Z), dann erzeugen die v,,, einen Approximationsprozef3

(Folgerung 2). Haufig wéhlt man m = [5] + 1 (GauBklammer), dann gilt fiir n € N:

14— <1 —1 _3
+n+1—m +nJrl—[g]—l_ +n/2 + n +

2m 23] +2 n+2 2n + 4 4
n

(gilt auch fir n = 0). Natiirlich gilt dann auch lim v, (k) =1 (k € Z). Ist

n—oo

Vin2j+1,nf das zugehdrige Faltungsintegral, dann gilt
nIEEO IVins2+10f = flxer =0 (f € Xog)

Lemma 3

1. Fiir f € L |1 < p < oo und ¢ definiert durch 1/p+ 1/q =1 gilt
Ity =suwdl | fol. 9 € Lol = 1)
2. Fiir f € L}_ gilt
71 =supd [ fgl, 9 € o lglen. = 1}

(Beachte: {g € Cor, |glc,, =1} S {9 € L3, |9l = 1}1)
Beweis: 1) Fiir p = oo (Rest: Ubung)
Sei also f € LSS, dann gilt mit der Hélder-Ungleichung fiir g € L) mit |g|; = 1:

27

| / fol < / Fal < 17 lselglh = 1/

Damit folgt
sup{] / fal: g€ i gl = 1} < [fle

Fiir die Umkehrung sei |f|o > 0 (sonst alles klar) und 0 < ¢ < ||f|e. Setze
E:={x € R: |f(x)] > |fleo — ¢} Dann ist m(E) > 0, denn sonst wire das
wessup| f(z)] < |fle — €. Da f periodisch ist, ist auch m(E N [—m,7]) > 0. Setze

1

0:(r) = g e el sn £)(2)

(x € R), wobei



o4 2 SATZ VON BANACH-STEINHAUS

= f(z) -sgn f(z) = |f(x)|. g- ist meBbar (f meSbar = E meSbar = yg meBbar),
2m-periodisch, und wegen

/_:: |9:| = m(Eﬂl[—w,w]) /_:: xe(r)dr =1

—_———
m(EN[—m,x])

ist g. € L) mit |g.|; = 1. Es folgt

s, | [ fol > | [ fo = s [ 111
1

> (=) gy | X = Wl

Da ¢ beliebig klein gewihlt werden kann, erhélt man daraus die gewiinschte Unglei-
chung.
Zu 2): Nutze die Tatsache, dafi Cy, dicht in L3 ist. m

Satz 4
Ist (X,)pca €in Kern, dann gilt

1
[olizs,) = Melican = 5ol (0 € A)

Achtung: Satz 5 gilt nicht fiir L} _,1 < p < oo!

21

Beweis: Es gilt fiir jedes x € R mit Lemma 1.3:

| Zolicon) = sup \prfl\c%ZSl;pl(fpf)(x)\

1flcs, =1

~ s |- / " (@ — W) fu)du

FECo il floy, =1 2T J &

1 1
= o Ixe(@ =)t = o—Ix,lr  (Lemma 3.2)

Damit ist | ,]cs.] = 5=1Xpl1, »<* gilt nach Satz 3, also ,,=*.
Beziiglich [1,[z; y gilt fiir jedes z € R

s

bkt = b=l = s | [ xplu = (e
< s 1 ol hdul

= sup sup |/7r {/ﬂ Xp(u — z)h(u)du} f(x)dx| (Lemma 3.1, p= 00)

IMoo=11fl1=1 J-= ™
= sup sup |/ / Xp(u — ) f(x)dz h(u)du| (Fubini)
IMeo=11fl1=1 J—7 J—m .

2 (foxp) (1)
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=27 sup sup |/W@(u)h\(ﬁbldu|

[hleo=1]fl1=1

ert €L
<2m sup - sup |Lpf] [l
|hloo=1 ] fl1=1 v
= sup 27| L, f|\ = 27|, || L)

Ifli=1

Es folgt 5= x,[1 < |1,] iz3 1> und die Umkehrung folgt mit Satz 3. m

Folgerung 3
1. Ist (Xn)nen, €in Kern, dann gilt
(a) |xnli <M (n€Np) und lim x,, (k) =1 (k € Z)

genau dann, wenn

(b) 1 |1,f — fles, =0 (f € Cir)
2. Ist A= (a,b) und (x,),ca ein Kern, dann gilt

(a) Es existiert ein p* € (a,b) mit |x,[1 < M (p € (p*,b) bzw. p € (a,p*) )
und lim x, (k) =1 (k € Z)
p—po
genau dann, wenn

(b) lim |Z,f = fle,. =0 (f € Cor)

3. Die Aussagen von Teil 1 und 2 gelten ebenfalls fiir L} anstelle von Cs,.

Beweis: Zu 1.: Die Richtung (a)=-(b) erhélt man aus Folgerung 2. Fiir die Umkehrung
erhilt man aus Folgerung 1 zunéchst |1, [c,,] < M’ (n € Ny), und mit Satz 4 erhélt
man dann |y,|1 < M (n € Ny). Die Aussage fiir die Fourier-Koeffizienten folgt
schliefSlich wegen

o (k) = 1] = [(Le™) () = e* [y, — 0
(vergleiche Beweis zu Folgerung 2).
Zu 2., 3.: analog. m

Lemma 4
1. Der Operator .S,,, definiert durch
Z f’\ zkx ZL‘ € R)
k=—n

ist fiir jedes n € Ny ein beschrénkter linearer Operator von Xo, nach II,, C Xo.;
er hat die Darstellung

(Suf)() = (f * D,) /fx—u (u)du
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mit
n ) n . 1 2
k=1

= sinu/2

Insbesondere ist

1 1
[Saliczns = 15alizs,) = 5 1Palvs ISuliz) < 5o 1Pali (L <p < 00)

2. Es gilt 5-[D, |1 = 2logn+O(1) (n — o0), d.-h. (D,)§ ist ein Kern, aber keine
approximierende Identitét.

3. Firn € Ny und t,, € II,, gilt S,t,, = t,.

Bemerkung 3 (D,,)3° heiBt Dirichlet-Kern. Die Zahlen 5-|D,[; heiBen Lebesgue-
Konstanten. Die Eigenschaft 3. heifit Projektionseigenschaft. S,, heifit deshalb auch
Projektionsoperator.

Beweis (Lemma 4)
Snf ist wohldefiniert fiir alle n € Ny, f € Xg,. S, ist linear, und S, f € II,. Setzt

man D, (u) := > e** dann gilt
k=—n

k=—n J/

—F (k)

Die anderen Darstellungen von D, zeigt man mit e** = cosku + isinku bzw.
vollsténdiger Induktion. Wegen 5= [ D, (u)du = 5= [7 >~ du = 1ist (D,) ein Kern,
und die Aussagen iiber die Operatornormen folgen aus Satz 3 und Satz 4.

Benutze bei 3. Satz 9.3 und 9.4 (Kapitel 1) u

= fl@) ~ 3 F ke
Satz 5

1. Satz von DuBois-Reymond, 1876
Es gibt ein f € Cy,, dessen Fourier-Reihe nicht gleichméfig gegen f konver-
giert, d.h. die Partialsummen S,, der Fourier-Reihe bilden keinen Approxima-
tionsprozefl auf Cy,. Dariiberhinaus gibt es ein g € Cy,; mit limsup |S,9|c,, =
0. n—oo

2. Es gibt ein f € L} _, dessen Fourier-Reihe nicht in der L -Norm gegen f kon-
vergiert, d.h. die Partialsummen S,, der Fourier-Reihe bilden keinen Approxi-
mationsprozeB auf Li_. Aulerdem existiert ein g € L1 _mit lim sup |S,g|; = oo

n—oo
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Beweis: Mit Lemma 4.2 und Folgerung 3 erhélt man, dafl (S,) kein Approximati-
onsprozef auf Cy, oder L} ist. Fiir die lim sup-Aussage nehmen wir an, dafl lim sup
1Snglc,. < o0 (g € Car). Dann gilt auch [S,g]c,, < M, < 0o (n € Ny). Mit dem
UBP folgt sofort |S,[ic,,) < M fiir alle n € Ny, was im Widerspruch zu Lemma 4
steht. Ebenso in L) .

Bemerkung 4 Satz 5 gilt nicht in LY (1 < p < 00). Die Partialsummen aller

Fourier-Reihen bilden einen Approximationsprozel auf L) |1 < p < oo. Fiir p = 2

spéter in dieser Vorlesung. Fiir p # 2: Darstellungssatz von M. Riesz. Es gilt also
insbesondere: |S,[izz 1 < M, n € Np.

3 Lagrange- und Hermite-Interpolation

3.1 Lagrange-Interpolation

Gegeben seien n + 1 paarweise verschiedene Punkte (z;)j C R sowie y; € C, j =
0,...,n.
Gesucht ist ein Polynom p,, € P,, mit

(*) pn(xj) =Y (] :07"'7n)
Satz 1
Das oben geschilderte Problem besitzt eine eindeutige Losung, die durch

n

pol@) =3 ybi(e) (xe€R)

k=0
l(z) = H % (0<k<n; zxeR)
=0k F T

gegeben ist.
Beweis: Es gilt ¢, € P, und {i(x;) = 6,0 < j,k < n. Damit ist p, € P, und

Po(z;) = > ukdk; = yj, 0 < j < n. Also ist p, eine Losung des Problems. Zum
k=0

Beweis deriEindeutigkeit sei ¢, € P, eine zweite Losung. Es gilt p,(x;) — ¢(z;) =
0,0 < 5 < n. Damit hat p, — ¢, € P, n + 1 Nullstellen und mufl deshalb das Null-
polynom sein. m

Folgerung 1
Seien (z;)§ paarweise verschiedene Punkte in einem Intervall [a,b], und sei f €
C'la, b], dann existiert genau ein p, € P, mit

pn<l’]) = f(l’j), j = 0, .

Bemerkung 1 Das Polynom p,, aus Folgerung 1 heifit das Lagrange-Interpolations-
polynom vom Grad n zu f mit den Stitzstellen (Knoten) (x;)j. Die ¢4 heifilen die
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Lagrange-Fundamentalpolynome zu den Stiitzstellen (x;).

Definition 1
Seien () paarweise verschiedene Punkte in [a, b] und ¢, 0 < k < n die zugehorigen
Fundamentalpolynome. Dann heifit der Operator L,,, definiert durch

(Ln]c)(x) = Ln(f,l‘) = Zf(xk)fk(x) (f S C[a7 b],l‘ S [av b])

der Lagrange-Interpolationsoperator oder kurz Lagrange-Operator zu den Stiitzstellen
(x;)g. Will man die Abhéngigkeit des Operators L,, von den Stiitzstellen andeuten,
dann schreibt man auch L, (f, zo, ..., T,; ).

Bemerkung 2 Der Lagrange-Operator ordnet also jedem f € Cla,b] das eindeu-
tig bestimmte Interpolationspolynom aus Folgerung 1 zu, d.h. es gilt (L, f)(z;) =

f(z;),7=0,..,n.
Lemma 1

1. Sei (z;) wie oben, dann ist der zugehorige Lagrange-Operator L,, ein beschrénk-
ter linearer Operator von Cla, b in sich mit

|Lnlicrasy < 1D k(@) cpas-
k=0

2. Der Operator L,, ist polynomial vom Grad n und erfiillt
(1) Lyupn = pn (pn € Prn) (Projektionseigenschaft)
(ii) Lo(Lnf)) = Lnf (f € Cla,b]) (Idempotenz: L2 = L)

Beweis:
1. Es ist klar, daB8 L, eine lineare Abbildung von Cla,b] in P, C Cla,b] ist.
AuBerdem gilt fiir f € Cla,b] mit | f|c = 1:
[Lafle = 1D flant@le < 1Y )] 1@)lle < 1D k@)l
k=0 k=0 ] k=0

Daraus folgt die Abschétzung fiir die Operatornorm.

2. Sei jetzt p, € P,. Dann ist L, p,—p, € Pn, (Lyupn)(xj)—pn(z;) = 0,5 =0,...,n.
Damit hat L,p, — p, n + 1 Nullstellen, und somit ist L,p, — p, = 0, woraus
(i) folgt. (ii) folgt dann mit p, = L, f. m

Frage: (L, f)(z) — f(z) =7, = # z;
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Lemma 2
Seien (x;) wie oben Punkte in R, und seien die Knotenpolynome wy, k=0, ...,n+1
definiert durch

k
wo =1 und wyq(z) = H(x —zj), v € R,

=0

dann gilt
wn+1(x)
() tu(a) = { FEaE 7 o

1, T =Tk

fiir 0 <k <n.

Beweis: Sei ¢ die rechte Seite von (x), dann ist ¢ fir alle z € R wohldefiniert, da
Wp41 bel & = xy, eine einfache Nullstelle hat und somit wj, ,;(zx) # 0 ist. AuBerdem
gilt q(x) = pu(x) fiir x # x; mit p, € P,. Wegen

0

(z) (1) 1

: . Wpt1\T) — Wpta( Tk /

lim ¢(z) = lim =w, () —— =1
0 =, (= )wy i (1) i) wWh (k)

ist ¢ stetig in x, und deshalb ist ¢(z) = p,(z) fiir alle x € R. Also ist ¢ € P,,. Da
ebenfalls ¢, € P, und ¢(z;) = {;(x;) = 0 fiir k£ # j und q(xy) = lp(x)) = 1, folgt wie
oben mit dem Fundamentalsatz der Algebra, dafl ¢ = (5. m

Satz 2
Seien (z;) paarweise verschiedene Punkte in [a, b], und sei f € Cla, b], so daf f™*+1(z)
auf (a,b) existiert, dann gibt es zu x € [a, b] ein £ = &(f, x; xo, ..., z,) € (a,b) mit

(n+1)
Ru(fia)i= F(@) = (Laf)le) = (o)

Beweis: Die Aussage ist richtig fiir + = z;, j = 0,...,n, da dann R,(f;z;) = 0 =
Wnt1(z;) ist. Sei jetzt x # x; und

o(t) = Ro(f:0) — 2D p (o)

WnJrl(x)

(t € [a,b]). ¢ : [a,b] — C ist wohldefiniert, da w,1(z) # 0. AuBlerdem ist p(t) = 0
fir t = x, xg, ..., T,. Wende jetzt den Satz von Rolle auf die von x, x, ..., x,, erzeugten
Teilintervalle von [a, b] an, dann folgt, daBl ¢ in (a,b) n + 1 verschiedene Nullstellen
hat. Ebenso hat ¢” n verschiedene Nullstellen in (a,b) usw. ¢+ hat mindestens
eine Nullstelle in (a, b). Sei £ diese Nullstelle, dann folgt

1 d n+1 Rn )
0 =V = (M R0 - L (0}
_ gy (D) py () — BalF5 ) ey
f (g) (Ln X f)(t) wn+1($) n(-i-jrl)('g)a



60 3 LAGRANGE- UND HERMITE-INTERPOLATION

woraus die Behauptung folgt. g

Folgerung 2
Mit den Bezeichnungen aus Satz 2 gilt fiir f € C"*V][a, b]:

||Wn+1||c[a,b} n
I Lo f = flcray < W” FO o

Problem 1 Fiir welche Wahl der Knoten (z;) wird |wy41]ce,) minimal?
Antwort: Fiir z; = Nullstellen der T'schebyscheff-Polynome (néchster Abschnitt)

Problem 2 Fiir jedes n € Ny seien (n + 1) Knoten gegeben:

Zoo
o1 11

To2 T2 T22 .
Knotenmatrix,

Ton Tin To2n -+ Tnn

wobei die x;j, innerhalb einer Zeile paarweise verschieden seien, und z;;, € [a,b] fir
alle 7, k. Sei jetzt L, f das Lagrange-Polynom zu den Knoten der n-ten Zeile.
Fiir welche Knotenmatrix gilt

i |Luf — flews =0 (f € Clabl)?

Antwort: Fiir keine (Satz von Faber, spéter)

3.2 Tschebyscheff-Polynome
Lemma 3
Fiir n € N ist cosnf darstellbar in der Form

n—1
cosnf = 2" (cos )" + Z an(cos0)* (0 € R),
k=0

wobei die ag,, eindeutig bestimmte reelle Koeffizienten sind.

Beweis: Ubung.

Definition 2
Das Tschebyscheff-Polynom (1. Art) vom Grad n € Ny ist definiert durch

n—1
Co(z) =1, Cp(z):=2""12" + Zaknxk (r € R,n € N),
k=0

wobei die ay,, die Koeffizienten aus Lemma 3 sind.

Lemma 4
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. Fiir z € [-1,1] und n € Ny gilt C,,(x) = cos(n - arccos z), wobei arccos durch

0 < arccosx < 7 (Hauptwert) festgelegt ist.

. Fiir x € R und n € N gilt die dreigliedrige Rekursionsformel

Cri1(x) =22C,(x) — Cpq(z) (x € R)

. C, ist gerade, wenn n gerade ist, und ungerade, wenn n ungerade ist, d.h.

Co(—2) = (=1)"C,(x) (x € R,n € Np)

. Fiir n € N hat C,, einfache Nullstellen bei z,, = cos Ln’lﬂ (1<k<n)

. Fiir n € N sind die Extremalwerte von C,, auf [—1,1] £1 und werden an den

Stellen z},, = cos £ (0 < k < n) angenommen. Es gilt: Cy,(z},,) = (—1)F (0 <
k<mn)

. Fiir beliebige j, k € Ny gilt

1 1 T, j:k‘:O
C2) () ——dz = 4 7/2, =k A0 |

d.h. die Tschebyscheff-Polynome sind orthogonal auf [—1, 1] beziiglich der Ge-

wichtsfunktion /1 — 2

. Die Folge (C})&° bildet ein Fundamentalsystem in C[—1,1] und LP(—1,1), 1 <

p < 0.

Beweis: Ubung.

Bemerkung 3 Die Darstellung in 1) gilt fiir jeden Zweig des Arcuscosinus. Es wird
nur benotigt, daf cos arccos x = x. Die Extremalwerte in 5) sind relative Extrema fiir
1 <k <n—1. Die Nullstellen xzy, liegen ,dichter an den Endpunkten von [—1,1]:

—

| \\1
/

Hier "Haufungen"”
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Aus der Definition erhélt man sofort Cy(x) = 1, Cy(x) = z, © € R. Mit der Rekursi-
onsformel folgt weiter:

Cy(z) = 22 — 1, Cy(w) = 42® — 3z, Cy(z) = 82" — 82 + 1

Lemma 5
Sei P,, C P, die Menge aller Polynome p,, vom Grad n mit Hauptkoeffizient 1, d.h.
mit der Darstellung

n—1
pa(z) ="+ a0,
k=0

sei Cy := Cy, C,, :=2"""C,,, n € N. Dann ist C,, € P, fiir alle n € Ny, und

n

Go) = [[ ) (z€R),

k=1

wobei die zy,, die Nullstellen aus Lemma 4.4 sind.
Beweis: mit Definition und Produktzerlegung von Polynomen: C,,(x) = 2" 12" + ....

Satz 3 (Minimaleigenschaft der C, in P,)
Fiir alle n € N gilt

217" = [Cullor1y < [Pl (Pa € Pa)

Beweis: C,, nimmt an den Stellen z,, = cos ¥, 0 < k < n, die Extremalwerte +1 an
(Lemma 4.5). Damit nimmt C, an diesen Stellen die Extremalwerte £2'=" an, d.h.
|Collor-1,1] = 217" Zeige jetzt: 21" < |Pp] (-1, fiir alle B, € P,,. Dazu nehmen wir
an, daf ein p, € P, existiert mit |p,| < 2!~". Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit
sei P, reell, sonst betrachte Rep, € P,, fiir den gilt: |[Rep,|c < [Palc < 21"

Sei jetzt g,(z) = C,(x) — Pp(z), dann ist ¢, € P,_1, und q,(z},) = (—1)¥2!" —
Pr(z,). Wegen [5n(el)| < [Pl < 21" gilt

qn(2),) > 0 fir k gerade, g,,(2},,) < 0 fiir k& ungerade.

Damit muf aber zwischen zj,, und zj_, , fir k = 0,...,n — 1 mindestens eine Null-
stelle von ¢, liegen (Zwischenwertsatz). Damit hat ¢, mindestens n Nullstellen, und
somit ist (da g, Polynom vom Grad n — 1 ist) ¢, = 0 bzw. p, = C,. Damit folgt
aber: 217" = |C,,| = |pn] < 2'", ein Widerspruch. m

Bemerkung 4 Die Tschebyscheff-Polynome sind durch die Ungleichungen in Satz 3
eindeutig bestimmt (Beweis spéter).

[Call < IPall (Pr € Pu)
Folgerung 3 Fiir n € N gilt:

L inf [Peler-1y = [Calory =21
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2. inf 2" 4+ cp 2™+ LA ol = |27 4 2 a1 p 2™ 4 4 28 g, o) =

c,€C
2= mit ay,, wie in Lemma 3.

3. i 2" = puailer-iy = 12" = i ler-
. of |lz™ — il = 2" — P _1lop-1)

mit pe_, (2) == 2" — Cp(a)

4. inf | H (@ —zj)lcr-1y = | H (@ = Tjrini1) o1 = 27", wobel Ty 141 =
xje[_l‘vl} 7=0 7=0
cos ;f:éw, j =0, ...,n die Nullstellen von C,,; sind.

Beweis: 1.-3.: }Llnmittelbar aus Satz 3

4. Sei A:={]](z —z;); x; € [-1,1]} C P41, dann folgt
=0

2=y _inf [Pl <

inf [poi] < |Cnii] =27" m
pn+1€'Pn+1 "+1€A S~

€A

Folgerung 4 (L6sung von Problem 1)
Seien (t;)7_, paarweise verschiedene Punkte in [a, b], dann gilt:

lwnsilews = 1T = t)lcws = 1] = tirrns) oy

=0 =0
b—
_ (b o a)n+1272n71 _ ( 5 a)n+127n
wobei 4141 1= HT“ + b2“ cos %ﬂ' die Nullstellen des auf [a,b] transformierten
Tschebyscheff-Polynoms Cy,4q(t;% — 22), a <t < b, sind.
Beweis: Fiir [a,b] = [—1,1] sofort aus Folgerung 3. Fiir beliebige Intervalle [a, b] mit
der Transformation ¢t = ”T“ + 80 (x =2t — 20t €0, b <= ze[-1,1]

Folgerung 5
Ist f € Cla,b], so daB f™*+(z) auf (a, b) existiert, und ist L, f das Lagrange-Polynom
zu f vom Grad n zu den Stiitzstellen

b+a b—a 2j+1
livint1 = 5 5 CO

<7<
“onyo U =I=

dann gilt
(b _ a)n—H
Ln a, ———, Su (n+1) X
If = Lafloay < 2%“( +1).a<;f<)b|f (z)]

Beweis: aus Satz 2, Folgerung 4 u

Bemerkung 5 Ist f € C""V[a,b] und L, f wie in Folgerung 5, dann gilt

(b—a)"!

— L, < )| ftD)
|f fletay < P i(n T 1>!Hf |cta

Bemerkung 6 Die Minimaleigenschaft auf Satz 3 kann man auch in anderen Normen
betrachten. Beziiglich der L!'(—1,1)-Norm sind die Tschebyscheff-Polynome 2. Art
minimal, und beziiglich der L*(—1,1)-Norm die Legendre-Polynome. Fiir LP(—1, 1),
p # 1,2, ist dieses Problem ungeltst.
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3.3 Normen der Lagrange-Operatoren

Wir betrachten eine Stiitzstellenmatrix A fiir das Intervall [a, b]:

Z0o0
o1 T11
o2 T12 T2
A =
Ton Tin Lop ... Tpp

wobei die x; innerhalb einer Zeile paarweise verschieden sind und z;; € [a, b] fiir alle
J, k. Sei jetzt L, der Lagrange-Operator zu den Stiitzstellen der n-ten Zeile, dann
gilt nach Lemma 1 L, p, = p, fir alle p, € P,,. Wegen P, C P, fiir k£ < n gilt damit
auch L,p. = p; fir alle pr, € Py und k < n. Insbesondere folgt

lim [ Lnp = ploay =0 (peP)

d.h. die (L,) erfiillen die Bedingung (a)(3) aus Folgerung 1, Kapitel 2 (Konvergenz
auf einer Fundamentalmenge).

Frage: Gilt auch | L, f — f|cjay — 0 fiir alle f € Cla, b]?

Anders ausgedriickt: Bilden die (L,,) einen Approximationsprozef§ auf Cla, b]?

Nach Folgerung 1, Kapitel 2, miissen wir die Operatornormen der L,, untersuchen.

Wir wissen schon aus Lemma 1, daB |Ly|icas < |20 [€e(2)||clay ist. Wir zeigen
k=0

jetzt die Gleichheit.

Lemma 6

Seien (r;)7_, paarweise verschiedene Punkte in [a,b], und sei L, der zugehorige
Lagrange-Operator. Dann gilt

| Znlicrasy < 1D 10k(@) o
k=0

Beweis: Zeige noch: ,,>". Sei A\, (x) := > [lx(x)], zeige also |Ly,| > |Aul-
k=0
Da A, stetig auf [a,b] ist, existiert ein yo € [a,b] mit \,(yo) = max () = |-
Definiere jetzt die Funktion g € Cla,b] durch o
g9(ze) =sen(l(y)) (0<k<n)
——

reell
g(x) linear fir « € [xg, xp41]), 0<k<n-—1

g(x) konstant in [a, o) und [z, D]
g ist stetig und | g|cjap < 1. Nun gilt fiir die Operatornorm:

IZal = sup | Lnfloar = 1Lnglemms = [(Lng)(yo)]
feClatllfl=1
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= | Zg<xk)€k(y0)‘

= | > (sen lio)) - r(yo)l = D [€k(o)]

k=0
=A%) = [Anl- m

Jetzt: Wir wollen die Normen fiir die Tschebyscheff-Stiitzstellen explizit ausrechnen.
Lemma 7
Die Lagrange-Fundamental-Polynome zu den Tschebyscheff-Stiitzstellen

2k+1
2n + 2

Ty, = COS m, 0<k<nnéeN,

haben die Darstellung

_ Cn+1<1’)m
le(@) (@ — T )wy 41 (Thn)

Beweis: Die Ty, sind die Nullstellen von C,, 1, d.h.

n

Coni(@) =27"Ci (@) = [ [ (& = Tan) = W (@)
=2""cos((n+ 1)arccosz) (z € [-1,1])

Fir z # Ty, gilt die Darstellung (Lemma 2)

WnJrl(x)
U (x) =
) T Rl
Berechne w;, ;. Dazu:
2w 1 (x) = ——cos((n + 1)arccos x)

dx
1

= (n+ 1)sin((n + 1) arccos ) ————

— (x e (-1,1))

Damit gilt wegen Ty, € (—1,1):

27" 1
wh 1 (Ten) = M sin((n + 1) arccos(Ty,))
V 1- fzn
2k+1
2n+2

sin 2k2+1 m=(—1)k

Durch Einsetzen folgt die Behauptung. g
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Satz 4
Fiir die Normen der Lagrange-Operatoren (L1)5° mit den Tschebyscheff-Stiitzstellen
aus Lemma 7 gilt

LT - 2
lim sup Wenlicrn o 2
n—0o0 logn m
Insbesondere gilt limsup |L] |jci-1,1] = oo, d.h. die Lagrange-Operatoren (L7) mit

n—oo

Tschebyscheft- Stutzstellen bilden kemen Approximationsprozefl auf C[—1,1].
Beweis: Es gilt |L1] = | Z [Cel| > Z |0x(0)]. Betrachte Teilfolge n = 25+ 1,5 € Ny.

I‘ Ek( ) Crti1(z )\/ 1 x,m cos 2k+1

@ Ten) (e (- DF > Thn = €08 5,5 .
| C42(0) = cos((27 + 2) arccos 0) = cos(2] + 2)7/2 = (—1)7 !

FE Z CopraO)on o7 Z| il
(2]+2)COS4+47T 2]+2
Nun gilt
ij\tan%ﬂw\ :”Z“‘tan(w_ rd-2k—1 —QJZHH Gad-2ko1
k=j+1 4j+4 k=j+1 4j+4 k=j+1 4j+4
(da tan(m — o) = — tan «)

0
2v + 1 21/ —|— 1
- ; | tan P i Z | ta
(mit Indextransformation k = 2j +1 — v,v = 2j + 1 — k) Damit haben wir:

2% + 1 1 & 2k+1
Lt — t =

(da tana > 0 auf [0,7/2) ).

Nebenrechnung: Joo < oF 773 (tan monoton steigend) = tan ;=7 >
45+4 4J+4
72Tk+1 tanu du. —
; 2 2k+1 2k-+1 2j42 [a 44"
f;;’ff tanu du < 7 tan 4;4 7 (k> 0). = tan v 3:47r > 2= ;fjff tanu du.
4j+4 4j+4
Es folgt:
i 2k+1
4 i+a d rrav
L > tanu du + tanwu du - —
|5l S [ :
k=1"Y 25547
>2
241
2 [T 2j + 2
> — tanu du = ——log (cos —=——)
T Jo 4744
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2 T 25+1
=l — ™

da cosx < 7/2 — x auf [0, 7/2], log monoton fallend auf (0, 1]
:—glog 7T :glogél‘jJr4

m 4744 =« s

Damit gilt

|5l 2 gt 2
™

lim sup ————= > limsu — ) =
Jﬁoop log(25+1) — Jﬁoop (ﬂlog(Zj + 1))

Folgerung 6

Es gibt ein g € C[—1, 1] mit limsup |LZ g| (1.1 = oo.

n—oo

Beweis: Wie Satz 5.1, Kapitel 2

Bemerkung 7 Die Konstante 2/7 in Satz 4 ist bestmoglich, d.h. sie kann nicht
durch eine groflere ersetzt werden.
Es gilt (Luttmann-Rivlin, 1965):

2 2 8
;log(n+ 1) + ;(log; +7) <|LE| <log(n+1) +1

n

mit v = lim (logn — > §) = —0,5772... (Eulersche Konstante; Euler-Mascheroni-

k=1
Konstante).

Bemerkung 8 (Griinwald 1936, Marcienkiewicz 1937)

Es existiert ein g € C[—1,1] mit limsup |(LLg)(z)| = oo fiir alle x € [—1,1].

Satz 4 und Folgerung 6 gelten sinngeméf; auch fiir andere Intervalle, wenn man mit
den transformierten Tschebyscheff-Stiitzstellen arbeitet. Dies folgt aus Lemma 8:

Lemma 8

Seien (z;)}_, paarweise verschiedene Punkte in [a, b], und sei ¢(7) = ax+3 die lineare
Transformation, die [a,b] auf [c, d] abbildet. Ferner seien (7;)7_, die transformierten
Punkte. (z; = ¢(z;)) Ist L, der Lagrangeoperator bzgl. der (z;) auf [a,b] und L,
der Lagrangeoperator bzgl. der (z;) auf [c,d], dann gilt:

| Lnlictas) = | Laliclea

Beweis: Sei wieder £,(z) =] <= und entsprechend fj(z) =[] ff’ dann

) : Tp—Tj . -
J=0,j#k =0,j#k

gilt
p(r) — o )
g Tr — :c] H o(xg) ;)

(ax + ) a:c]+ﬁ) T —
— =l (2)
gaxk+ﬁ (ax; + B) Exk—xj
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Deshalb gilt

|Laliclean = HZWk\Hccd] = Z\Ek ) = sup > [l

z€[a,b|
= sup Z|€k N =1Lulcap m

z€a,b]

Auf die Tschebyscheff-Stiitzstellen waren wir durch Minimieren des Fehlergliedes in
Folgerung 2 gekommen, d.h. fiir diese spezielle Fehlerabschétzung sind die Tschebyscheft-
Stiitzstellen optimal. Dennoch erzeugen sie keinen Approximationsprozef. Dies be-
deutet aber noch nicht, daf§ auch andere Stiitzstellen keinen Approximationsprozefl

bilden.
Aquidistante Stiitzstellen

Lemma 9
Sei [a,b] = [0,1] und z; = j/n,j = 0,...,n. Fir die Lagrange-Operatoren L,, bzgl.

dieser Stiitzstellen gilt:
2n+1
L, >M  —
[Lalicoan =2 M - —— log

Beweis: Ubung. Schonhage: Approximationstheorie, S. 126
(also auch kein Approximationsprozef)

Bemerkung 9 Wegen Lemma 8 gilt dies auch fiir andere Intervalle.

e Runge, 1901: [a,b] = [-5,5], f(z) = (1 — 2?)~.
(L, f)(x) divergiert fiir alle |z| > 3,6334...

e Bernstein, 1914: [a,b] = [-1,1], f(z) = |z|.
(L f)(z) divergiert fir alle z # 0, £1.

(beides fiir dquidistante Stiitzstellen)

Gibt es iiberhaupt Stiitzstellen, fiir die wir einen Approximationsprozefl erhalten?
Nein:

Satz (Faber, Bernstein 1914)

Sei A eine Stiitzstellenmatrix fiir [a,b], und seien L2 die zugehorigen Lagrange-
Operatoren, dann existiert ein f € Cla, b] mit

lim sSup ”Lnf”C[a,b] =0

d.h. die (L%) bilden keinen Approximationsprozef.
(Beweis spiter)

Die Tschebyscheff-Stiitzstellen liefern den kleinsten Fehler in Satz 2 und Folgerung
2.
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Stiitzstellen mit minimaler Norm?

Satz (Kilgore, de Boor, Pinkus, Luttmann, Rivlin 1966-77)

Zu jedem n > 2 existierten eindeutig bestimmte paarweise verschiedene Punkte
(z)j— in [a, ], fiir die die Norm der zugehérigen Lagrange-Operatoren L, minimal
wird. Fiir diese L,, gilt:

|Znllictasn < 1La lictam:
wobei LT die Lagrange-Operatoren beziiglich der transformierten Tschebyscheff-

Stiitzstellen sind.
(ohne Beweis)

(Damit nicht alles so negativ aussieht, zum Schlufi noch ein positives Erlebnis)

Satz (Marcinkievicz)
Zu jedem f € C|a,b] existiert eine Stiitzstellenmatrix A, so daf§ fiir die zugehorigen
Lagrange-Operatoren L% gilt:

Jim L2 f ~ flegus = 0

Beachte: A héngt von f ab!
(Beweis spéter)  (kein konstruktiver Beweis; A existiert, kann aber nicht angegeben
werden)

3.4 Hermite-Interpolation (osculatory interpolation)

Gegeben seien n + 1 paarweise verschiedene Punkte (z;)7_, C R und natiirliche
Zahlen (ay)7_, sowie fiir jedes j = 0,1, ..., n komplexe Zahlen (y§”))fi_01.
Gesucht ist ein Polynom py € Py mit N = () ;) — 1, das die Bedingung

=0

(s4) (s5)

(%) pN(z5) =y (1=0,..,n;8;,=0,...,05 — 1)

erfiillt.

Bemerkung 10 Ist o; = 1 fiir alle j, dann ist dies das Lagrange-Interpolationsproblem.

Satz 5
Das oben geschilderte Problem besitzt eine eindeutige Losung, die durch
n ap—1
(@)=Y uliue)  (ER)
k=0 pu=0

gegeben ist, mit den Hermite- Fundamentalpolynomen

Ckal
1

buale) =) Y (0 = ) sl
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n

und W(z) = ] (2 —x,)*.

v=0,#k
Beweis: Wir betrachten zunédchst das homogene Problem, d.h. alle y]@ = 0. Dieses
Problem hat sicherlich die Losung py = 0. Sei jetzt umgekehrt py € Py ein Polynom,
das (x) erfiillt (mit yj(»s) = 0). Dann hat py bei zg eine Nullstelle der Vielfachheit ay,
bei z; eine Nullstelle der Vielfachheit oy, usw. Insgesamt hat py < > «; Nullstellen
(nach Vielfachheit gezéhlt). Damit hat py € Py mindesten N + 1 Nullstellen, d.h.
pn = 0. Somit hat das homogene Problem hochstens eine Losung.
Seien jetzt die y]@ beliebig. Falls py und gy zwei Losungen von (x) sind, dann ist
py — gy eine Losung des homogenen Problems. Also gilt nach dem ersten Teil des
Beweises: py — gy = 0 oder py = qn.

Zeige also noch, daB das angegebene Polynom py das Problem 16st (Ubung). m

Zweiter Beweis von Existenz und Eindeutigkeit ohne dieses explizite Polynom:

Schreibt man (*) ausfiihrlich hin, dann erhélt man ein lineares Gleichungssystem der
Form Aa =y, wobei A eine (N + 1) x (N + 1)-Matrix ist, a der Vektor mit den ge-
suchten Polynomkoeffizienten a = (ay)}_, und y der Vektor mit den yj(»s). Das zuerst
behandelte homogene Problem entspricht dabei dem homogenen Gleichungssystem
Aa = 0. Da wir bereits wissen, dafl das homogene Problem eine eindeutige Losung
hat, hat nach einem Satz der Linearen Algebra das inhomogene Gleichungssystem,

und damit auch das inhomogene Interpolationsproblem eine eindeutige Losung. m

Lemma 10 (Formel von Neville und Aitken)
Ist py die Losung von (x) und sind py_1,qn—1 € Py_1 die Losungen von

P () =y (G=0,m—1; 5, =0, 05— 1)
P (20) =y (5, =0, ..., — 2)
q](\?(i)l(:co) = (()SO) (50 =0,....,c0 — 2)
q](\fi)l(:pj) = ](sj) (j=1,...,n; s;,=0,...,0; — 1),
dann gilt:
() () = ——{(@ — zpoae) — (2~ 20)ax (@)} (5 € B)

Beweis: Zeige: Rechte Seite von (xx) erfiillt die Bedingungen, die an py gestellt sind;
die Behauptung folgt dann aus der Eindeutigkeit der Losung von ().

Rechne Ableitungen der rechten Seite aus und setze ein — Leibniz-Regel! g
Spezialfall: a; = 2 fiir alle j, d.h. N = 2n+1 und py = pa,41 erfiillt die Bedingungen

0 1 .
pania (@) = 45" o) = 95" (7 =0,...,m)

Pons1 ist von der Form

Pant1() = Z y o 0(x) + Z yp ()
k=0 k=0
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mit
lho(z) = () {1 — (z — xk)%

lea(z) = G(x)(z — xp),

} und

wobei
n

@)= JI 2=, () = [J(x - .)

) T — Ty

j=0,#k =0
Diese spezielle Form erhélt man aus Satz 5 (allgemeine Form; durch Einsetzen) oder
durch Uberpriifen der Interpolationsbedingungen.

Liegen die (z;) alle in [a,b], und ist f € C[a, b] derart, daf8 die Ableitungen f)(z;)
existieren, dann kann man das folgende Problem formulieren:
Gesucht py € Py mit

o () = ;) (G=0,ms 55 = 0,05 = 1)

In diesem Fall heif3t py das Hermite-Interpolationspolynom von f und wird mit Hy f
bezeichnet.

Satz 6
Sei f € CN*la,b] und Hy f wie oben, dann gilt fiir den Fehler (Ry f)(z) := f(x) —

(Hn f)(x):

n o f(N+1)<§)
(Bfle) = 1] = o™ Gy

fiir geeignetes & = £(f, x, xo, ..., Tn, Ao, ..., ) € |a, b]. Insbesondere ist

[Bn S < I]C = 2™ o I

(N +1)!

w ¢ kilissen = osculare
n Hf = osculate

3.5 Der Approximationsprozefl von Fejér-Hermite

Gegeben [a,b] = [—1,1], Tk, = cos gkiéﬂ' 0 <k <n,n e N (Nullstellen von C), ;1)
und f € C[—-1,1].
Gesucht ein Polynom Jy, 11 f € Pa,i1 mit

(Son1.f) @) = f(Tkn) (0< k<)
(J2n+1f),<fkn) =0 (0 <k< n)
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Nach Satz 5 besitzt dieses Problem eine eindeutige Losung, die durch

J2n+1f Z f xkn gkO ) + Z 0- gkl(x)
k=0

mit lyo(z) = O3 (2){1 — (x xkn)g,((j’“"))} gegeben ist. Dabei ist

n

B(@) = [[(@ — F). tula) = [[ 2

X — X
p=0 =0,k R T un

(vgl. Spezialfall a; = 2)

Beachtet man noch, dafl 3(z) = C,,11(z) = 27"Cpi1, lr(7) = Cpii(2)/1 — 73, /[(z
Trn)(n + 1)(=1)¥] (x # Tp,, Lemma 3), dann folgt

Cri1 (Tin)

Jona1f heiit das Fejér-Hermite-Polynom vom Grad 2n + 1 von f, und Jo,11 heiflt
der Fejér-Hermite-Operator.

(o)) = Cral® Zf Tin)

_ - "En 1_ _ n
" 1= (2~ Tan)

x—:pk)

b # T

Lemma 11
Das Fejér-Hermite-Polynom Js, 41 f zu f € C[—1, 1] hat die Darstellung

(JQn—i—lf)( - n+1 Z f kn — T Tkn

(n+1)2 (z — Tpn)?

2k+1

Snia™, wobel man sich die rechte Seite fiir x = Ty, stetig erginzt

mit Ty, = cos

denkt.
Beweis: RECHNEREI

Folgerung 7

Die Fejér-Hermite-Operatoren sind positive, lineare Operatoren von C[—1, 1] in sich.
Sie sind polynomial vom Grad 2n + 1 und erfiillen Jy, 11 (Jons1f) = Jons1f (Idempo-
tenz).

Beweis: linear: klar. C[—1, 1] in sich und polynomial klar nach Definition.

positiv: Ist € [—1,1], dann ist |2Ty,| < 1-1 =1, also 1 — 2T, > 0. Setze jetzt
q = Jons1f und zeige Jon11q = q. Joni1q erfillt Jo,19(Tpn) = ¢(Tkn) = f(Tgn) und
(Jon+19) (Tkn) = ¢ (Tgn) = 0. Jopy1¢q und q erfiillen also dieselben Interpolationsbe-
dingungen. Die Eindeutigkeit der Hermite-Interpolation liefert die Behauptung. g

Satz 7

Die Folge (Jon11)5%, der Fejér-Hermite-Operatoren bildet einen linearen Approxima-
tionsprozef auf C[—1,1].

Beweis: Wende Satz von Bohman-Korovkin an: Zeige also:

(i) Jim | J2n+1€0 — €olcr-1,0 =0, (i) lim sup |(Jont10:)(x)] = 0

n—oo



3.5 Der Approximationsprozefi von Fejér-Hermite 73

mit eg(x) = 1, p,(u) = (u — )%

Zu (i): Wegen (Jon11€0)(Tkn) = 1 und (Joni1€0) (Thn) = 0 fir 0 < k < n erfiillen
Joni1€o und eq dieselben Hermite-Interpolationsbedingungen. Die Eindeutigkeit lie-
fert J2n+1€0 = €p.

Zu (ii): Fir z € [—1, 1] filgt

_ n+1 — TTpn
(Jons192) () = n+ 1) Z 7:[ )
Cini(@) < Cinl(@)
e
2C, 2
= wia (7 ) < — 0 (unabhéngig von z), (|Chi1(z)| < 1) m

n+1 —n+1

Bemerkung Approximation durch Interpolation ist also durchaus mdoglich. Aller-
dings mufl man den Polynomgrad hoher wéhlen als fiir die Interpolation notig wére.

Verallgemeinerungen der Lagrange- und Hermite-Interpolation

3.5.1 Hermite-Birkhoff-Interpolation

Gegeben: paarweise verschiedene Punkte (7;)7_, C R
Gesucht: ein Polynom py € Py mit pﬁ) (x;) = yj(»s) fiir gewisse j und s mit (j,s) €

{0,1,...,n} x Ny. Dabei soll N = # Bedingungen —1 sein.

Beispiel fiir ein solches Problem:

0 2 1 4 4 3 3
pn(z0) = 487, Pielwe) = v, Pa(x1) = v, p (1) = 41, PP (w) = 4§, Poly-

nomgrad N = 4.

Solche Probleme sind i.a. nicht l6sbar, und wenn sie losbar sind, dann i.a. nicht ein-
deutig.

Beispiele:

1. Gesucht p € P, mit p(0) = 0,p”(0) = 1,p"(1) = 0 nicht losbar, da p”(z) =const

2. Gesucht p € Py mit p(0) = 0,p"(0) = 1,p"(1) = 1: Jedes p der Form p(z) =
ax + 322, o € C beliebig, ist Losung.

3.5.2 Mehrdimensionale Lagrange-Interpolation

Hier Dimension 2. Wir betrachten Polynome der Form

pnmxy Zzak]xy

k=0 7=0

Auch hier sind Interpolationsprobleme i.a. nicht bzw. nicht eindeutig lésbar.
(Bemerkung: Die Eindeutigkeit im eindimensionalen Fall liegt am Fundamentalsatz,
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nach dem jedes Polynom nur endlich viele Nullstellen hat. Im mehrdimensionalen
Fall kann es beliebig viele Nullstellen geben.)

Beispiele:
Gesucht p(z,y) = a+ bz + cy + dry mit p(x,,y,) = 2z, (v =0,1,2,3) und (x,,y,) =
(v,0). Man erhélt das Gleichungssystem

() a+bv=2z (r=0,1,23)

Ist jetzt z.B. z, = 0 fiir alle v, dann folgt a = b = 0, und jedes Polynom p(x,y) =
cy + dxy mit beliebigen ¢, d 16st das Problem.

Ist dagegen zg = 23 = 2o = 0 und 23 = 1, dann ist (*) nicht lésbar, und auch das
Interpolationsproblem nicht.

Identifiziert man jedoch R? mit C und sucht nach Polynomen in z, also p,(z) =

>~ a;27, dann ist wieder jedes verniinftig gestellte Interpolationsproblem lésbar (da
5=0
der Fundamentalsatz der Algebra hier gilt).

3.6 Interpolation durch Splines

In diesem Abschnitt sei immer m € N mit m > 2.

Sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall, A = (z;)%_, eine Zerlegung von [a,b] mit
a=2xy <z <..B<zxp=0>0 Wirbetrachten folgendes Interpolationsproblem:
Gegeben: komplexe Zahlen y;, 7 =0,1,..., k.

Gesucht: ein Spline s € S,,(A) mit s(z;) =y; (j =0,1,..., k).

Bei unserem Problem sind als die Stiitzstellen gleich den Knoten des gesuchten Spli-
nes.

(Man kann das auch anders machen, z.B. nur vorschreiben, daf die s(x;) in bestimm-
ten Bereichen liegen)

Wir haben k£ + 1 Bedingungen, wiahrend dim S,,(A) = n + k ist (vgl. Kapitel 1.8).
Fiir n = 1 ist die Zahl der Freiheitsgrade gleich der Anzahl der Bedingungen, und
wir haben eine eindeutige Losung, ndmlich

Wir wollen diesen trivialen Fall nicht ndher untersuchen.

Fiir n > 1 ist die Zahl der Freiheitsgrade echt grofer als die Anzahl der Bedingungen,
und man kann keine eindeutige Losung erwarten. Deshalb fithrt man , kiinstliche®
Zusatzbedingungen ein. Verschiedene Varianten sind gebrauchlich; wir betrachten
das folgende modifizierte Interpolatlonsproblem

Gegeben: Komplexe Zahlen (yJ)J _, sowie y((] )y un Vfirr=1,..,m— 1.

Gesucht: ein Spline s € Sy,—1(A) mit

s(x Yj, j=0,1,..,k
0 {
wobei D" = ()",

i) =
"s(xg) = yo ; r=1,2..,m-1
"s(xy) = yk , r=1,2....m-—1
Wir haben 2m + k — 1 Bedingungen, und dim Ss,,,_1(A) ist ebenfalls 2m + k — 1. Bei
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dieser Zahl der Zusatzbedingungen mufl n = 2m — 1 ungerade sein. (m > 2 = n =
2m —1>1).

Von besonderem Interesse ist der Fall, da y; = f(x;), y (T) = D" f(x0), y,(;) = D" f(zy)
fiir alle r, j und eine geeignete Funktion f € CJa, b].

Definition 3
Ist f € C™ '[a,b] und A = (z;)¥_, eine Zerlegung von [a, b], dann heiflt 5 € Sy, —1(A)
ein vollstindig interpolierender Spline vom Grad 2m — 1 zu f, falls

s(x;) = f(x;), J=0,1,..k
(%) { D"s(zg) = D" f(x9), r=1,2,...,m—1
D's(zg) = D" f(xy), r=1,2,..,m—1
Uber die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung von (*) oder eines vollsténdig in-

terpolierenden Splines ist noch nichts gesagt.

Lemma 11 (vgl. Ubung 4, Aufgabe 3)
Ist f € C™[a,b] und s € Sy,,—1(A) ein vollstandig interpolierender Spline zu f, dann
gilt

b
/ D@D f)(x) — (D™s)(x)]dz = 0

Beweis: Bezeichnen wir das Integral mit I, dann erhalten wir mittels (m — 2)-maliger
partieller Integration
RECHNEREI (Seite 142)

Satz 8 (Erster Integralsatz)
Sei f € C™[a,b] und s € Ss,,,_1(A) ein vollstéandig interpolierender Spline zu f, dann
gilt
| D f 1720y = 1PN T2 0y + 1 Dinf = Dinslzaag)
Beweis: Es gilt: RECHNEREI, Seite 143

Folgerung 8
Seien f,s wie in Satz 8. Dann gilt:

[D™sl2 < [D™ f2

(Der Spline hat also unter allen Funktionen f mit den geforderten Eigenschaften die
kleinste m-te Ableitung bzgl. der L2-Norm.)

Satz 9
Seim € N;m > 2,[a,b] C Rund A = (z;)¥_ eine Zerlegung von [a, b], dann existiert
zu jedem f € C™ 1[a,b] genau ein vollstéindig interpolierender Spline s € Sa,,_1(A).

Erster Beweis: (dhnlich zum zweiten Beweis zur Hermite-Interpolation)
Jedes s € Sy,,—1(A) besitzt die Darstellung

2m+-k—2

s(r)= Y aN"N2) (w € b))

v=0
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mit eindeutigen ¢, € C und normierten B-Splines N2™~! zu einer erweiterten Zerle-
gung (Kapitel 1.8). Das Interpolationsproblem (%) (Definition 3) 148t sich nun als
lineares Gleichungssystem

(% * %) Ac =f

schreiben mit ¢ = (co, ..., Coam+k—_2) als Unbekanntemvektor,
f= (f(ﬂfo), EERE) f(xk)7 le(x0)7 EERE) Dmilf(x())a le(xk)7 EERE) Dm71f<xk))
und der Koeffizientenmatrix (@ = 2m + k — 2)

Ni(zo) No(xp) . Ny(z0)

Ny () No(a) o Ny ()

. DN () DY () fo(xo)
DN (30) DT Na(wo) . DN (o)

Dm_1N1<.§L’k) Dm_1N2<.I‘k) Dm_lNH<.§L’k)

Existenz und Eindeutigkeit der Losung von (k%) sind damit dquivalent zur Existenz
und Eindeutigkeit der Losung von (k x ).

Es geniigt deshalb zu zeigen, dal das homogene System Ac = 0 nur die triviale
Losung besitzt. Dieses homogene System ist aber dquivalent zu (%) mit f = 0. Zei-
ge deshalb: (xx) besitzt nur die triviale Losung s = 0.

(Denn: (k) besitzt eindeutige Losung <= (* * %) besitzt eindeutige Losung <=
(lineare Algebra) Ac = 0 besitzt nur triviale Losung <= (**) mit f = 0 besitzt
nur die Losung s = 0.)

Sei also (xx) mit f = 0 gegeben. Dann gilt fiir jeden vollstéindig interpolierenden
Spline s nach Folgerung 8: |D™s|y < |D™f|2 =0 (f = 0). Damit gilt D™s = 0 f.ii.
auf [a, b], und da D™s € Cla,b] (m < 2m—2, dam > 2), muf} sogar gelten: D"s = 0
auf [a, b].

Somit existiert ein Polynom p,, 1 € P,,_1 mit s = p,,_1. Nun gilt aber wegen (k)
mit f =0, dal (D"pym—1)(x0) = (D"pm-1)(xr) =0, r =1,...,m — 1. Somit hat p,,_;
mindestens 2m — 1 Nullstellen = p,,_1 = 0, und somit auch s =0. g

Zweiter Beweis: Betrachte die Abbildung L : R?"+k=1 — R2m+k=1 definiert durch
s(o)
s(k)
D's(xy)
Lc:=

bm_ls(xo)
D's(zy)

D™ ts(xy,)
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2m k-2
mit ¢ = (co, .., Comyr_2) € R¥"* 1 und s(z) = > ¢, N2™(z). L ist offen-

v=0
sichtlich linear. Zeige: L ist bijektiv, dann existiert zu jedem y = (yo, ..., Yomik—2) €

R2m+k=1 ein Vektor ¢ € R*"+*=1 mit Lc = y. Lineare Algebra: L ist genau dann
bijektiv, wenn KernL := {c € R*™*k~1 | Lc = 0} = {0}. Sei also Lc = 0. Dann gilt:
s(xg) =0, ..., D™ ts(xy,) = 0, d.h. s ist vollstéindig interpolierender Spline zu f = 0,
und es folgt wieder |D™s|y < [D™f|2 = 0. Wie im ersten Beweis folgt s = 0, d.h.
c=0. ]

Folgerung 9
Das Interpolationsproblem (%) besitzt genau eine Losung.
Beweis: wie zweiter Beweis von Satz 9.

Folgerung 10 (vgl. Ubung 4, Aufgabe 3 fiir m = 2)

Sei A = (x;)h_, eine Zerlegung von [a,b], und seien yj,yér),y,(:), j =0,k r=

1,...,m — 1 beliebige komplexe Zahlen. Setzt man
U= U(A;yo, ...,y,(ﬁmfl)) =
{g € C™[a,b]; g(x;) = yj, D"g(wo) =y, D"g(a) =y
(j=0,..,kr=1...,m-—1)}
dann gilt fiir die eindeutige Losung s € So,,—1(A) von ()
(+) 1D"s]> = min | D",

Ist t € U mit |D™t|y = | D™s|2, dann gilt t = s.

Beweis: Es gilt s € U (beachte m < 2m — 2, da m > 2), und fiir jedes g € U ist s

der vollstdndig interpolierende Spline aus Ss,,,_1(A) zu g. Nach Folgerung 8:
|[D™slo < |D™gl2 (g €U)

Damit ist (%) gezeigt. Fiir beliebige fi, fo € C|a, b] gilt:

|fi = Bl + i+ Lol = 2(1AF + |2
und somit
[+ follz = 201403 + 1£203) = 1/ = fel
Ist nun ¢ € U mit | D™t|y = |D™s|2, dann folgt daraus
1

[Dm5(E+ )3 = 71D+ D™l

1 m m 1 m m
= S(ID™tz + [D™s]3) — 71D™t = D™l
m 1 m m
= [D"s]; = 10"t = D]l

Nun ist 3(t+s) € U. Wére nun D™t # D™s, d.h. [ D™t — D™s|y # 0, dann existierte
ein Element h € U, nimlich h = (¢ + s) mit [D™h[3 < |D™s|3 — ein Widerspruch
zu (+). Deshalb muf} gelten: D™s — D™t =0, d.h. s —t = p;,_1 € Pr_1. Wegen der
Interpolationsbedingungen hat p,,_; mindestens 2m + k — 1 Nullstellen, d.h. s = ¢.
|
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3.7 Konvergenz von Spline-Interpolations-Prozessen

Lemma 12
Sei B eine reelle (komplexe) n x n-Matrix und

IB| := Inax Z |brj | (Zeilensummennorm)

1. Versieht man R™ (C") mit der Norm

H'THOO = 1121Ja<x |'TJ‘ fuI' T = (xh "'7xn)7
dann wird durch T'x := Bz ein beschréinkter linearer Operator 7' : R* — R"
(C* — C") mit Operatornorm |7 '|gn) = |B| definiert.

2. Ist B streng diagonaldominant, d.h. |bgx| > > |bg;|, dann gilt det B # 0 und
i#h

IB7'l < [ min fber| - > ol
J#k

Beweis: Ubung

Wir betrachten jetzt die Interpolation durch kubische Splines s € S3(A) (m = 2).
Die Bedingungen fiir den vollstdndig interpolierenden Spline lauten dann:

{ s(xj) ::f(xj), 7=0,..,k

Ist f nur aus Cla, b] und nicht aus C*[a, b], dann brauchen die Ableitungen f'(xq), f'(xs)
nicht zu existieren. Noch Folgerung 9 existiert aber immer ein eindeutiges s € S3(A)
mit

s'(xg) = s'(x) =0
Sei jetzt V' = Va ein Operator, der jedem f € Cla,b] das eindeutig bestimmte

s € S3(A), das (x) erfiillt, zuordnet. V' ist offensichtlich ein linearer Operator von
Cla,b] in S3(A) C Cla, b] und erfiillt

() { Vf(z;) = flz;), j=0,..k
(V) (o) = (Vf)(zx) =0

Wir wollen die Operatornorm |V cjas) abschétzen. Sei dazu s = V f und s; =
8|(e;_1.;) die Restriktion von s auf [z;_, z;]. Da die zweite Ableitung s ein Polynom
vom Grad 1 ist, gilt:

T; — T T —Tj-1

h;

+ M;
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(x € [rj_1,25],7 =0,..., k), wobel M; :=s"(z;),7 =0,...,kund hy =x; —x;_1,j =
1. k.
Durch zweimaliges Integrieren folgt

(z; — )’
6,

T —xj1)

6h,

3
() sy(a) = My, A Yoz,

mit zunéchst unbekannten a;, b;. Setzt man die Interpolationsbedingungen s;(z;) =
f(z;) und sj(xj_1) = f(z;_1) in (*x) ein, dann erhdlt man fiir a; und b; das Glei-
chungssystem

2 h?
a5y +b; = fla;) = M=y agzjn + by = flwjo1) = My,

das wegen z; # w;_; eindeutig losbar ist. Setzt man die Losung in (*x) ein, dann
ergibt sich...
RECHNEREI von Seite 151-153.

Damit ist das folgende Lemma bewiesen:

Lemma 13

Sei f € Cla,b] und V f wie oben, dann haben die s; := V f|;,_, »,) die Darstellung
(* x ), wobei die M; die eindeutige Losung von (* * *x) sind. Ferner gilt fiir die
inverse Matrix B™! aus (x * **): |[B7}| < 6A™" mit A := minh;.

Folgerung 11
Fiir die M; aus Lemma 13 gilt ...

4 Orthogonalentwicklungen

4.1 Hilbert-Riume

Definition 1

Sei H ein Linearsystem iiber dem Korper @ (& = R oder & = C). H heifit Prd-
Hilbert-Raum (inner product space), falls eine Abbildung (-,-) von H x H in ® defi-
niert ist mit folgenden Eigenschaften:

fr9)=1(9.f) (f,g€H)

1

[\)

af,g)=alf,g) (ae® fgeH)
f +f27g):(flag)+(f27g) (f17f27g€H)

w

,f) >0 fiir alle f € H und

- (
-
-
(A

(fif) =0 = f=0
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Die Abbildung (-,-) heifit Skalarprodukt oder inneres Produkt.

Bemerkung 1 Ist & = R, dann bedeutet 1. (f,g) = (g, f). Wegen (f, f) = (f, f)
ist (f, f) immer reell. Aus 1.-4. folgt weiter:

5 (f,ag)=1a(f,g9) (a€® f,geH)

6. (f7g1+g2):<fvgl)+(f7g2) (faglvg2€H)
7. f=0o0derg=0= (f,9)=0

Lemma 1
Ist H ein Pra-HR, dann gilt die Schwarz-Ungleichung

I(f, 9l <V (f, F)g.9) (fig€H)

mit Gleichheit genau dann, wenn f, g linear abhéngig sind.
Beweis: Ubung.

Lemma 2

1. Sei H ein Pra-HR, dann wird durch | f|| := \/(f, f) eine Norm auf H definiert,
d.h. H ist unter dieser Norm ein LNR.

2. Sei H ein Pra-HR, dann gilt fiir die unter 1. definierte Norm die Parallelogramm-
Identitdt

If + gl +1f = gl =201/ + 1gI*) (f.9 € H)

Beweis: Ubung.

Bemerkung 2 Wenn wir im folgenden in Verbindung mit einem Pra-HR von einer
Norm sprechen, dann meinen wir immer die in Lemma 2.1 definierte Norm.

Definition 2
Ein Pra-HR heifit Hilbert-Raum, falls H unter der Norm aus Lemma 2.1 vollstdndig
ist.

Bemerkung 3 Jeder HR ist ein Banach-Raum.

Beispiele
1) R™ mit dem Skalarprodukt (z,y) = ) z;y; und der Norm |z]; = (
j=1

N 9v1/2
xj)/_
=1

j
(x,z) ist ein Hilbert-Raum.

Wihlt man statt dieser Norm die Norm |- aus Kapitel 3.7 ( |z]o = max|z;]),

dann ist der resultierende Raum kein HR, da die Norm nicht iiber das Skalarprodukt

erzeugt wird. Es gibt auch kein anderes Skalarprodukt (-,-) mit |z]. = /(z,z):

Gébe es ein solches, dann miifite |-|o die Parallelogramm-Identitat erfiillen, was

aber nicht der Fall ist, wie man am Beispiel (1,0), (0,1) im R? sehen kann.
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2) L*(a,b) mit (f,g) f f(@)g(z)dz und |f]s = {f |fI?}/2 ist ein HR. LP(a,b)
fiir p # 2 sind keine H1lbertraume

3) ? = Menge der komplexen Zahlenfolgen ¢ = ()32, mit Z |lck|? < oo mit Ska-
k=0

larprodukt (c,d) := E crdy, und der Norm ||, := (E ek |?)1/? ist HR.
k=0

k=0

Bemerkung 4 Fiir R"” und ¢? ist die Schwarz-Ungleichung aus Lemma 1 die bekannte
Cauchy-Schwarz-Ungleichung aus der Analysis:

o < (5 A

oder auch, wenn man ag, by, durch |ay|, |by| ersetzt:

o < (5 !5 )

Beispiele
4) Sei (a,b) C R und w eine sogenannte Gewichtsfunktion auf (a,b), d.h.

w: (a,b) — [0,00) mit w > 0 f.ii. und w meBbar

Sei L2 (a,b) die Menge aller (Aquivalenzklassen) meBbarer Funktionen auf (a, b) mit
Werten in C und

/ (@) Pu(z)dz < oo

Auf L2 (a,b) definiert man ein Skalarprodukt durch

(f.9) /f wdu (f.g € L2 (a,b)),

und die Norm wird definiert durch

£l = / | 0) Pao () du)

Spezialfille:

a) (a,b) = (-1, 1), w(x) = (1 - 2)*(1+2)% a 8> -1
()é:ﬁ:0:>w(.r):1;04:ﬁ::|:%:>w<x):(1_x2)il/2

b) (a,b) = (0,00),w(z) = 2% ", a > —1

C) (a, b) = (—OO, OO), w(l‘) _ 67:’32

4.2 Orthogonalsysteme im Pri-Hilbertraum

Definition 3 Sei H ein Pra-HR.

1. Zwei Elemente f,g € H heiflen orthogonal (zueinander), falls (f,g) = 0. Be-
zeichnung: flg.
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2. S C H heifit Orthogonalmenge, falls fiir jedes Paar f,g € S mit f # g gilt:
(f,9) =0.

3. S C H heifit Orthonormalmenge (orthonormiert), falls fiir jedes Paar f,g € S
gilt: (f,9) = 0y

4. Eine abzdhlbare Orthogonalmenge S C H heifit Orthogonalsystem (OGS),
eine abzdhlbare Orthonormalmenge S C H heifit Orthonormalsystem (ONS).

Satz 1 (Bessel-Ungleichung)
Sei H ein Pra-HR, S ein ONS in H und S’ eine endliche Teilmenge von S, dann gilt

DIl <IfI (f€H)

pes’

Beweis: Sei (¢r)p_, eine beliebige Indizierung von S’. Setze ¢, = (f, ¢r) € ©. Es gilt

0 <(f=> aprf =D cxpr)
5=0 5=0

= (11— calen )= @(fon)+ ort (r: ©5)
k=0 CL; k=0 c"k k=0 j=0 5‘; .
»J
=(LhH -2 am+ Y at == lal
k=0 k=0 k=0

Folgerung 1 (Bessel-Ungleichung)
Unter den Voraussetzungen von Satz 1 gilt

DL QP Il (f € H)

peS

Definition 4

Sei H ein Pra-HR und A eine der Mengen N, Ny oder Z. Ein ONS S = (¢g)rea C H
hei3t total (vollstindig) in H, falls aus (f, ¢r) = OVk € A folgt, daBl f = 0 ist.

(total = ganz ~ vollstiandig)

Total oder vollstéindig bedeutet, dafl man S nicht vergréfiern kann, ohne dafl die
Orthonormiertheit verloren geht: Sei ndmlich S 2 S und S ebenfalls orthonormal.
Dann wiirde aus f € S\ S folgen, dafl

(*) (fioe) =0,k€eA  (xx) (f,f)=1
Da S total ist, folgt aber aus (%) schon f = 0, was ein Widerspruch zu (k) ist.
Lemma 3

Sei S = (¢r)rea €in ONS im Pra-HR H. Ist S fundamental in H, dann ist S auch
total.
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Beweis: Sei f € H mit (f, o) = OVk € A. Zeige: f = 0.
Zu diesem f und beliebigem € > 0 existieren eine endliche Menge A* C Aund oy, € ¢
mit

If = owpilu < e
A*

——
¥

Da nach Voraussetzung

(f,¥) = (faz()ék@k) :Za_k(ﬂ%) =0

ist, folgt
E>f-vlh=(f—v.f—d) = f)- @ f) = (f)+[.¢) >0

N e e
>0 0 0 >0

Insbesondere: 0 < (f, f) < €2. Da e > 0 beliebig war, mu$} (f, f) = 0 sein, und damit
|fl=0,als0 f=0.m
Beispiel: L3 ist mit Skalarprodukt (f,g) := ["_ fg ein Hilbert-Raum (|f|. =
\/ J1f?). A=Z,(pr)kez = (\/LQ—ﬂeikm)kEZ ist ein ONS, denn
L [" ijT ik L i(j—k)z

(cpj,gok):§ 77re e dx:% 77re dx = 6,
(k) ist fundamental (Kapitel 1), also auch total.
Satz 2 (Gram-Schmidt-Orthogonalisierungsverfahren)

Sei H ein Pra-HR und T = (gx)ren, C H derart, daf jede endliche Teilmenge von T
linear unabhéngig ist. Dann existieren ay; € ® (K € Ng,j = 0,..., k) mit ag, > 0, so

k
daB (¢k)ken,, definiert durch ¢y == > ay;g; (k € Np), ein ONS bilden.
=0

Beweis: Ubung.

Lemma 4

k
Seien H, (gy) wie in Satz 2 und hy, == Y ay;9; (k € Ny) mit ag; € C und oy, > 0,
=0

k
dann gilt gr = > Gkjh; (k € Ny) mit geeigneten (;; € C und Sy, > 0.
=0

Beweis: vollstindige Induktion iiber k.

(DETAILS: Seite 167,178)

Folgerung 2
Seien H, (g;) wie in Satz 2, und sei (¢ )ken, ein ONS mit

k
ve =Y onig; (k€ No)
=0
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mit ag; € ¢ und oy, > 0, dann gilt

(Y, 95) =0, j=0,1,.,k—1.

J
Beweis: Nach Lemma 4 gilt g; = >~ 5;,1,, und damit
v=0

(Y, 95) = ;ﬁju (@/)k:,;/)y) =0n

Folgerung 3 (Eindeutigkeit)
Seien H, (gx) wie in Satz 2, und seien (Y )ken, , (¥f)ken, zwei ONS mit

K
Yy = Zakjgj (k € No)
=0

k
V=Y akg; (k€N
=0

mit oy, ag; € D, ayy, af), > 0, dann gilt ¢y, = 9} fiir alle k£ € Ny. Insbesondere sind
die ¢y aus Satz 2 eindeutig bestimmt.

k—1
Beweis: U, := oz,;,jwk,\ll,’; = (aj) '¢f. Dann ist Dy := Uy — U = > 74;¢; mit
j=0

gewissen 7; € ®. Nach Folgerung 2 gilt

T
L

(Wr, D) = e > Yij (Wk,95) =0
‘ ——

Il
o

0, da j<k
Ebenso (¥}, Dy) = 0. Damit folgt

d.h. Uy, — U5 = 0: Uy, = U3, also ¢y, = agr(af,) 105
Zeige noch: by := ayi(af,) ™t = 1. Da (¢y), (¢5) ONS sind, gilt

1= (i, hr) = (butdy, i) = biby - (U, 05) = [bi?
1
Damit ist |bx] = 1. Wegen by = agp (a5 )P > 0ist by =1. m
>0 >0

Folgerung 4

Sei (a,b) C R mit —oo < a < b < oo und sei w eine Gewichtsfunktion auf (a, b), also
w: (a,b) — [0,00),w > 0 f.ii., w meBbar.

Falls die Monome a7 fiir alle j € Ny zu L2 (a, b) gehéren, dann existiert ein eindeutiges
ONS

k
pr(x) = Zaijj € P, keNy

Jj=0
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mit Qpj € C und ag, > 0.
Beweis: Das System (z)ren, erfiillt die Voraussetzungen an das System (gx) aus
Satz 2 (= lineare Unabhéngigkeit jedes endlichen Teilsystems). Konstruiere also die

Pr aus (azj);‘?zo wie die ¢y, in Satz 2 aus (g;). Die Eindeutigkeit folgt mit Folgerung 3. m

Beispiele
1) (a,b) = (=1,1),w(x) = (1 —2)*(1 + )%, a, 3 > —1. Es gilt:

1
2" lz2,-1.1) / |$k 2w(x)dr < / w(z)dr < oo, daa,>—1

1

(Analysis: fjl x%dx3, falls @ > —1) Die resultierenden orthonormalen Polynome
heiflen orthonormierte Jaboci-Polynome

k
/ -1 . x+1. .
o, a,f) oz k
pé )( h( Z +k B+k . ) J( . )J
7=0

mit
() = L(v+1)
7 TUH DIy =+ 1)
h(auB) — k:‘ .
b 208 (k +a + DT(k+ B+ 1)
{ Na+ 5+ 2), k=0,a+p8< -1
2k+a+f+1D)I'(k+a+pF+1), sonst

3: Ultrasphirische Polynome oder Gegenbaum-Polynome, Gewicht (1 — z?)®
B = —1/2: Tschebyscheff-Polynome erster Art, Gewicht (1 — z%)~1/2.

ﬁCO(I‘), k’ =0

PP = { Vi, ken

mit Ck(x) = cos(k arccos x).
a = 3 = 1/2: Tschebyscheff-Polynome zweiter Art, Gewicht (1 — x2)'/2,

11 1 d
p,(f’Q)(:E) — Up(x) = sin [(n + 1) arccos z](1 — )72 = p —Chi1(2)

n+1ldx
(wobei (1 — 22)~%/2 in +1 stetig erginzt wird)
a = 3 = 1: Legendre-Polynome, Gewicht 1.

2) (a,b) = (0,00),w(xr) = 2%~ fiir @ > —1. Es gilt wieder: z* € L2(0,00) fiir
k € Nj. Die resultierenden orthonormalen Polynome sind die wverallgemeinerten,
normierten Laguerre-Polynome

k .
o a o —x)’
L) = WY S ke
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ople) !
mit hy " = F(kfaﬂ).
3) (a,b) = (—o0,00),w(x) = . Wieder gilt ¥ € L2, und die resultierenden
Polynome sind die Hermite-Polynome
1
Hop(2) = ——— (—1)F2% 1 £ (32
o) = e (1 PR )
1
Hapia () = (~1)' 2L (o)

\/22k+1(2k;+ D7
mit £ (x) = - (4 F)

Jj=0

Folgerung 5

Sei w(z) = (1 —2)*(1 +2)? (a, 3 > —1). Dann ist das System (p,(f’ﬁ))keNo total in
L2(-1,1).

Beweis: Zeige zunichst, daf3 die stetigen Funktionen und die Polynome dicht in
L2(—1,1) sind (Ubung), d.h. die Monome (2*)y, bilden ein Fundamentalsystem
in L2 (—1,1). Da sich jedes Monom als Linearkombination von Jacobi-Polynomen
schreiben 18t (Lemma 4), sind auch die Jacobi-Polynome fundamental in L2 (—1,1).

Also ist (p,(f’ﬁ )) nach Lemma 3 auch total. u
Ein entsprechendes Ergebnis fiir (L(®) und (H}) spéter.

Definition 5
Sei H ein Pra-HR, S = (¢;)jea ein ONS in H und f € H. Die Zahlen (f,¢y) €
&,k € A heiflen Fourier-Koeffizienten von f bzgl. S. Die Reihe

Z(fa ©k) Pk

keA

heilt Fourier-Reihe oder Orthogonalreihe von f bzgl. S. Die Schreibweise dafiir ist

keA

keA|k|I<n

ist die n-te Teilsumme der Fourier-Reihe von f. S, heifit Teilsummenoperator. (Fiir
A = Ny oder A= Z ist bei den Teilsummen n € Ny zugelassen, fiir A= N nur n € N)

Bemerkung 6 ~ ist zunédchst nur eine Zuordnung und sagt nicht iiber die Konver-
genz der Reihe.

Beispiel H = L3, pp(x) = \/1276%1, Fourierkoeffizienten von f € L2 :

(f, o) = \/1— - fu )e“‘““du— \/1_ 3 flu)e —iku gy,
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Fourier-Reihe:

~ - L " —iku 1 ikx
Fe Y |t ——e

> 1 [T 4 4
— Z (% /_7r fu)e *uduy) ek
k)

k=—o00

= 3 e

k=—o00
f (k) nennt man ebenfalls Fourier-Koeffizienten (trotz anderem Vorfaktor).

Teilsummen: S, f(z) = > f(k)e*® (vgl. Kapitel 1, Banach-Steinhaus)
k=—n
Satz 3 (Minimaleigenschaft der Teilsummen)
Seien H ein Pra-HR, S = (¢x) ein ONS in H, S, der Teilsummenoperator und
feH.
Fiir jedes n € Ny (N) und jede Wahl von v, € @, 5 € A, |j| < n, gilt

If = Sufla <1f = D vwilu

JEA|jI<n

mit Gleichheit genau dann, wenn v; = (f, ;).
Von allen ,,Polynomen“ vom Grad n in ¢; haben also die Teilsummen S, f den
kleinsten Abstand von f.

Beweis: Sei A :={j € A, |j| < n},p= Y v;¢;. Dann folgt
jeA

If=plzr =(f—p,f—p)=(f—1)— (0, f)—(fp) + (p,p)
= (£, 1) =D (@i 1) = D W) + D> (s, 98)

JEA JjEA JEA kcA
= (£, 1) = _u(Fe) = D (o) + > il
jeA jeA JEA

Andererseits gilt:

SIFe) =l =D I o)l =D T(fe) = > vl + > Il

JEA

Es folgt also

Lf=pli = (£ )+ D1 o) = wl> = D100

keA keA

Speziell fiir p = S, f, d.h. v, = (f, ¢;):

Lf = Suflir = (£ 1) =D |(f 0P

jeA
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Durch Vergleich von || f — p|% und | f — S, f|7; folgt die Behauptung. m

Satz 4 (F. Riesz - Fischer)
Sei H ein Pra-HR, S = (p)kea ein ONS in H und (¢ )rea eine Folge in & mit

D lel* <00 (dh. (ch)rea € (A),
keA

dann existiert ein f € H mit

Lolm [f = > cprlu =0

oo keA k|<n

2. Ck:(faspk)a keA
3. |l = (X [exl?)?
keA

Beweis:

1. Es gilt

I > awdn = chwk,zcjcp]

keAn<|k|<m keAn<|k|<m

— —. ) — 2
_zk:zj:ckcj @Z;;pj Z ler]? < €

keAn<|k|<m

fiir alle n < m, n geniigend grof}, da >_ |cx|? < co. Damit ist (Y. cror)nen,

keA keA,|k|<n
eine Cauchy-Folge in H. Da H vollstindig ist, existiert ein f € H mit 1.

2. Sei k € A fest und n > |k|. Dann gilt
|(f7§0k)_ck| :|(f7§0k)_( Z Cj@ja@k)|:|(f_ Z stpja(pk”

JEA|jI<n JEA|jI<n
<If =Y cjoiluleln  (Cauchy-Schwarz)
l7]<n

—0,n—00

0 :nlglgo I = Z ¢ipil* = hm (f = Z%‘P]af Z%‘Pk

JEAjI<n

hm{ff chfs% chf% +Z‘CJ‘}
= hm {(f, f) — Z|Ck|2 Z|Cj|2+Z|CJ| }
= lim {(f,f) = Z = }ZT}LIEO{||f||H_ > el

JEAj|I<n JEAjI<n

=15 =l m

jeA
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Satz 5
Sei H ein HR, S = (¢k)rea ein ONS in H. Dann sind dquivalent:

1. S ist total in H
2. 5 ist fundamental in H

3. /1% = kEA|(f, or)|? Vf € H (Parseval-Gleichung)
€

Beweis: Ringschluf}: (3) = (2) = (1) = (3)
(3) = (2): Im Beweis von Satz 3 haben wir gezeigt:

Lf = Suf 1P = (£, 1) = > _1(f.00)
-~

mit A :={j € A: |j| <n}. Also

If = Suf1* =111 - Z [(f, )

STILeIP =D (felP= D> [(f el

keA jl<n kEA|k|>n
Da die Summe Y, _, |(f, ¢x)|* nach (3) konvergent ist, gilt
lim [Suf = flu = (lim > |(f,@)]*)* =0

|k|>n
N - >
=0

Das bedeutet, dafl die Menge aller endlichen Linearkombinationen von Elementen
aus S dicht in H ist — also ist S fundamental in H.

(2) = (1): Lemma 3.

(1) = (3): Sei jetzt S total in H und f € H beliebig. Nach Folgerung 1 (Bessel-
Ungleichung) gilt

AP =10 en)

keA

Insbesondere ist > |(f, or)|* < oo, d.h. ((f,vr)) € ?(A). Nach Satz 4 existiert ein
g € H mit

(x) (9,0%) = (f;0) (= inSatz4) (ked)
und g% = > |[(f, ¢r)]?. Aus (x) folgt auBerdem: (g — f, pr) = 0 Vk € A Da (py)
keA
total ist, muf} gelten: f — g = 0 oder f = g. Somit folgt
AP = 1gl* =Y 1(fr )l m
keA

Folgerung 7
Sei H ein HR und S = () ein ONS in H. Ferner sei T : H — (*(A) : f —

((f7 @k))keA-
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1. T ist ein beschrinkter Operator mit H in ¢*(A) mit

HT” [H,ZQ] = 1

2. Erfillt S eine der Bedingungen aus Satz 5, dann ist T bijektiv und isometrisch,
dh AT fle = 1f1a-

Beweis:

L. Fir f € H gilt (k%l(f, wu)[?)V? < |fI% (Folgerung 1), d.h. ((f,¢x)) € (*(A).

T ist linear, und wegen

ITfle = Q1000 < 1 fln (Bessel)

ist 7" auch beschrankt mit Norm |T'| < 1. Wegen T'¢; = (cg)) mit cg) = Ok
gilt

ITeile =1 =\/(¢i¢i) = l@ilu,
und wir haben |T'| = 1.

2. T ist injektiv, da (f, pr) = (9, ¢%) (k € A) = (f —g, ) =0 (k € A) = (total)
f = g. T ist surjektiv wegen Satz 4, und die Isometrie von T' folgt aus der
Parseval-Gleichung (Satz 5.3). m

Folgerung 8
Sei H ein HR und S = () ein ONS in H.

1. Ist die Parseval-Gleichung fiir alle g aus einer dichten Teilmenge von H erfiillt,
dann gilt sie fiir alle f € H.

2. Ist die Parseval-Gleichung auf einer Fundamentalmenge G C H erfullt, dann
ist sie iiberall erfiillt.

Beweis:

1. Sei F'C H dicht in H. Zu f € H und € > 0 existiert ein g € F'mit |f — g| < .
Ist T" der Operator aus Folgerung 7, dann kann man die Parseval-Gleichung als
ITgllez = |lg|m schreiben.

0 <|fla—ITfle (Bessel-Ungleichung)
= =g+9l =T/ =Tg+Tg| <|f —gl+ |9l = |Tg| +|Tf - Tyl
~ - P
2|Tgl-ITF-Tg| 0
| 1f =gl <2|f —gl <2

~

<[f—-gl+]

m{

1
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2.Sei T : H— (*(A) mit Tf = ((f, ¢r))rea. Die Bessel-Ungleichung und die
Parseval-Gleichung kann man damit schreiben als

1T flecay < |flaz (Bessel, gilt immer)
T flezay = |fla (Parseval)

Zeige: Parseval gilt auf span G. Seien dazu g, h € G, «a, 3 € ®. Dann gilt
lag + BhlE = —lag — BhlF +2(lafli + [8g]F)  (Parallelogramm-Id.)
= —|ag — Bl + 2|9l + |B1[71%)
= —|ag — Bl + 2la*|Tgl e + 28| Thle )
—lag — Bhl3 +2(1T(ag)lew + 1T(BR)]ea)
= —[ag = BhlE + | T(ag) + T(Bh) [z + 1T(ag) — T(Bh) |7
(Parallelogramm-Identitét fiir £2(A))
IT(ag + BM)e2a) + T (g = 80720 — g — BRI

<0

< |T(ag+ Bh) |5

Wir haben: |ag + Bh|g < |T(ag + Bh)|e(a), mit der Bessel-Ungleichung folgt
»,=". Damit gilt Parseval auf span G, und da span G dicht in H ist (G Funda-
mentalmenge), folgt die Behauptung mit Teil 1. g

Folgerung 9
Sei H ein HR, (¢x) ein ONS in H und S,, der zugehorige Teilsummenoperator.

1. Fiir jedes n € Ny (N) ist 5, ein beschrénkter linearer Operator von H in sich
mit |S,[z =1, und

0, n<l|j|

Supi=1{ |

v Pj, T > ‘j‘

2. Erfiillt (¢) eine der Bedingungen aus Satz 5, dann definiert die Folge (S, )nen, av)
einen linearen Approximationsprozef3 auf H, d.h.

B [8.f ~ fla =0 (f € H).

Beweis:

1. S, f = Z‘k|§n(f, or)er € H. Also ist S, : H — H linear.

1Suf13 = O (f-on)em > (f05)%5)
k J
- zk: zj:(f, o) (fse5) (Pr, 05)

5kj

=D (F o) P < IfI5 (Bessel)
k

Also ist S, beschrénkt mit |S,[jm < 1. Wéhlt man f = ¢;, dann folgt
zundchst S,p; = 0,n < |j| und S,p;, = ¢;,n > |j|, sowie fiir j = 0O:
|50l = v/ (w0, 00) = lpol, d-h. Sy = 1.
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2. Da die (¢g) fundamental in H sind, folgt die Approximationseigenschaft mit
dem Satz von Banach-Steinhaus (lim |S,¢; —¢j| =0Vj) =

Beispiel

1) H=13_,p(z) = \/%eikm. (Snf)(x) = k; [ (k)e**. Da die (e***) fundamental

in L3, sind (Kapitel 1, Satz 8), gilt lim [S,f — f.z =0 (f € L3,). Also ist (S,)

ein Approximationsproze3 auf L3 im Gegensatz zu Co, oder L3 (vgl. Kapitel 2).
Bs gt 19,5, = L. aber [S,lica = 1Sy, = logn + O(1).

Analog kann man die Jacobi-Polynome in L2 (—1, 1) behandeln.

Lemma 5

Die Laguerre-Polynome (L,ga))Z‘;O sind fundamental in L2 (0, c0).

Beweis: (Schonhage: Approximationstheorie, S. 83/84)

Skizze: Zeige zundchst: {e7** : k € Ny} ist Fundamentalmenge in L2 (0, c0) (Ubung).
Zeige dann die Giiltigkeit der Parseval-Gleichung fiir e ** k € Ny.

Somit gilt fiir die Partialsummen der Laguerre-Orthogonalreihe analog zu Beispiel
1):
1Sn 22 (0,00 = 1,1 € Ny Jim 1Snf = flz20.00) = 0, f € L2(0,00)

Ebenso fiir Hermite.
Ebenso wie beim trigonometrischen System (¢?**) kann man Jacobi-Reihen, Laguerre-
Reihen oder Hermite-Reihen in anderen Ridumen als L2, z.B. L oder L? (p # 2)

w?

betrachten. Allerdings gelten dort die Aussagen fiir die Operatornorm |S,,| und fir
lim |S, f — f] i.a. nicht mehr.

4.3 Fourier-Tschebyscheff-Reihen in C[—1,1]
Sei [a,b] = [~1,1], w(x) = (1 — 22)~%/2. Dann bilden die Tschebyscheff-Polynome

ﬁCQ(.T) = ﬁ, k=0

4@ ={ g, = ken

mit Cy(x) = cos(arccoskz),x € [—1,1], ein ONS in L2 (—1,1). Wegen C[—1,1] C
L?(—1,1) (mengentheoretisch) sind fiir f € C[—1,1] die Fourier-Tschebyscheff-
Koeffizienten ap(f) = (f, ék), die Fourier-Tschebyscheff-Reihe und die Teilsummen
der Fourier-Tschebyscheff-Reihe wohldefiniert. Es gilt

al) = [ 100w

f(z) ~ Zak(f)ék(x)

(k € No)

(Anf)(z) = ar(f)Ci(z) (n€N,) Partialsummen
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Wir wissen aus Kapitel 4.3 (4.2 7), daf§
T [A.f = flzz =0, f € Cl-1.1] € E2(~1,1)
Frage: Gilt aber auch
Jim |Awf = flepiy =0, feC[-1,1]?

Lemma 6
Sei arccos der Hauptwert des Arcuscosinus, festgelegt durch

0 < arccosz <7 fiir x € [—1,1].
Dann gilt
1. cos(arccosz) =z, = € [—1,1]
2. arccos(cosf) =0, 0 € [0, 7]
3. arccos(cosf) = 6|, 0 € [—m, 7]
Ist F' eine 2m-periodische, gerade Funktion, dann gilt
(%) F(arccos(cosf)) = F(6) (6 € R)

Achtung: Es gilt nicht arccos(cos @) = 0 fiir alle € R, und () gilt nicht fiir beliebige
2m-periodische Funktionen!
Beweis: Analysis.

Lemma 7

1. Fir n € Ny ist der Teilsummenoperator A, der Fourier-Tschebyscheff-Reihe
ein beschréankter linearer Operator von C[—1, 1] in sich. Er ist ein sogenannter
Projektionsoperator auf P, d.h.

Anpn = Pn vpn € Pn

2. Der Operator A,, aus Teil 1. hat die Darstellung

(Auf)fcos6) = o- / " f(cos0)Du(0 — p)do (f € C[-1,1].p € R)

mit dem Dirichlet-Kern

sin(n + 1/2)0

Dn(9)21+22005k9: Sn0/2

k=1

(Kapitel 2)

3. Fiir die Operatornormen der A, gilt

1 4
n — n 1 — 1 5
| Anlici=1,1 27THD ”L% logn +0(1),n —
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Beweis:

1. A, ist offensichtlich ein linearer Operator von C[—1, 1] in P, C C[—1, 1]. Wegen
[Cxle < 1 und |ax(£)] < [2; | flew2s = 7l fle erhalt man

|Anlc < Z lar(H)ICille < (n+ x| fle

d.h. A, ist ein beschrinkter Operator.
Ist nun p, € P,, dann hat p, die Darstellung (vgl. Folgerung 6)

Zak pn)Ci(x) = (Aupn)(2),

womit die Projektionseigenschaft bewiesen ist.

2. Sei k > 1, dann gilt nach Lemma 6 mit F'(¢) = cos ke:

Ch(cosf) = \/gcos(k; arccos(cosf)) = \/gcos kO (6 € R)
7r 7T

und weiter

F)Cr(cosb)

2
\/7/ f(u) cos(k arccos u) \/LUQ . \/;cos k0

= — / f(cos ) coskp coskfdp (arccosu = )
™ Jo

1 ™
=— / f(cosp) coskpcoskfdp (Integrand ist gerade)
™ —T

1 ™
= — / f(cos ) (cos kycoskf + sin kpsin kf)dp (da sin ke ungerade)
7 - ~——
J=0

— %/f f(cos ) cos(k( — ¢))dp

Fiir £ = 0 analog:

al1)Cofe) = 1 [ Fdue1= - [ fleosis

Fiir die Partialsummen ergibt sich

(Anf)(cosB) /fcos@ +2Zcos k(O — )] de

-~

Dn(0—)
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3. Ist S, der trigonometrische Fourier-Teilsummenoperator, dann gilt nach Teil
2)
(Anf)(cosO) = (Sngs)(0) (0 €R)

mit gf = f o cos.
Fiir die Operatornormen der A,, gilt deshalb
RECHNEREI auf Seiten 189-190... m

Folgerung 10
Die Teilsummen der Fourier-Tschebyscheff-Reihe bilden keinen Approximationspro-
zeB} auf C[—1,1].

5 Die Satze von Harsiladse-Lozinski

Definition 1
Sei X eine beliebige Menge und 7' : X — X.

1. T heiBt idempotent, wenn T(T'f) = T'f fiir alle f € X.

2. Ist Y C X, heiBlt T Projektorauf Y fallsTf €Y (fe€e X)undTg=g (g €Y).
Lemma 1

1. Jeder idempotente Operator T ist ein Projektor auf T'(X).

2. Jeder Projektor ist idempotent.
Beweis:

1. Fir alle f € X gilt Tf € T(X). Ist g € T(X), dann existiert ein h € X mit
Th =g, und es gilt Tg =T(Th)=Th = g.

2. Ist feX, danmist g=Tf €Y, undesgit T(Tf)=Tg=9g=Tf. m

5.1 Der Satz von Harsiladse-Lozinski in Cy, und L}_

Definition 2
Fiir t € R ist der Translationsoperator T; auf X,, definiert durch

(Tif)(z) = f(x +1) (f € Xox, v €R)

Lemma 2
Fiir jedes t € R ist der Translationsoperator T; ein beschrénkter linearer Operator
mit

LT flx0r = 1 lxer (f € Xon)

2. | Tillpen =1
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3. ETS = T8+t (S € R)
4. Tye, = ey(t) ex mit ex(x) = e (k € Z,r € R)
5. TS~ flx,, =0 (f € Xar)

Beweis: Klar. (1) ist Translationsinvarianz der Norm; (5) gleichméfige Stetigkeit bzw.
Stetigkeit im Mittel, (4) Funktionalgleichung der Exponentialfunktion. m

Lemma 3

Sind X,Y zwei LNR, G eine Fundamentalmenge in X und S,7 € [X,Y]| mit Tg =
Sg (g € G), dann gilt T'= S auf X.

Beweis: Aus T'g = Sg auf G folgt wegen der Linearitat Th = Sh auf span G. Sei jetzt
f € X beliebig und ¢ > 0. Dann existiert ein h € spanG mit |f — h| < . Es folgt

I1SF=TFl =15fSh+Th=Tf| <|Sf = Shl+|Th-Tf|
0
< UST+ITDISf =2l < AST+1TDe, dbh. Sf=TF m

Lemma 4
Sein € Ny, t € R, P, ein beschrénkter, linearer Projektor von Xy, auf Il,, C X5, und
Ut — jjtPant-

L. Es gilt Uy € [Xor] mit |U] = | Pa] und
Ue _{ €L, |k| S n
TET Vet X5 ciei(t)ey, [kl >n
mit gewissen ¢; € C.

2. Ist Xor = Coyr und f € Cy,, dann ist die Funktion g; : R? — C, definiert durch

g9r(t, ) .= (Ui f)(z) ((t,2) € R?),
stetig auf R2.
Beweis:

1. DaT,, P,, T ; € [Xo], ist auch U; € [Xa,]. Und wegen

(U< [T 1l [T 1 £
1 1

gilt |U| < |P,|. Fur die umgekehrte Ungleichung wihle zu € > 0 ein g € Xo,
mit |g| =1 und |P,g| > | P.| — ¢ (existiert nach der Definition der Norm als
Supremum). Setze ¢* := T,g, dann gilt ¢* € X, und |g*| = 1, sowie

Ui = TP Teg™| = [ T2 T T5 g
=Id

=T Lagll =10, 1 [Pagl > 1Pl — €
€Xon
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Damit ist |U;| > | Py.|, also ,=*.
Sei jetzt |k| < n, dann gilt P,ex = e (e € I1,,, Projektoreigenschaft) und

T,P, T e, =T, Pyep(—t)er (Lemma 2.4)
= ek(_t>TtPnek = ek(—t)Ttek

= ek(—t)ek(t)ek = €L

Fir |k| > n gilt wegen P, : X5, — II,, daB P,ey, = > c;je; mit gewissen
j=—n

¢; € C. Es folgt analog:

n n

TP, T e, = ex,(—t) T Prex, = ex(—1)T; Z cje; = ex(—1) Z cie;j(t)e;

j=—n j=—n

2. Aus der Darstellung von Uye;, folgt sofort, dal die Aussage fiir f = e, k € Z
richtig ist. Aus der Linearitat von U, folgt weiter, dafl die Aussage fiir f = h € 11
richtig ist. Sei jetzt f € Cs, beliebig. Dann existiert eine Folge (h,,)2°_, mit
hpm € 11, und TrlLlIréo lhm — fllo,. = 0 (Kapitel 1). Damit folgt:

sup |gn,, (t,z) — g¢(t, )| < sup [(Uhm)(x) — (Uef)(x)] < sup |Uihim — Ui f|cs.
z,teR z,teR teR

< sup |Ui| [ = fleo. = 1Palllm = flco, — 0 (m — o0)
teR N~~~
1Pn]

Da die gy,, stetig auf R? sind, ist auch g; als gleichméBiger Grenzwert stetiger
Funktionen stetig auf R?. g

Satz 1 (Berman-Marcinkiewicz-Identitit)
Sei n € Ny und P, ein beschrénkter linearer Projektor von Cy, auf Il,,, dann gilt:

1 s
$u0)0) =5 [ GRIP@E (€ Con € R),
wobei S,, der Teilsummenoperator der trigonometrischen Fourier-Reihe ist.
Beweis: Sei

Nupa) =5 [ @R = 5 [ U= 5 [ gt

—Tr

Da g; stetig auf R? ist, existiert das Integral (als Riemann- oder Lebesgue-Integral)
fiir alle  und definiert eine stetige Funktion (von z) (Analysis) (Literatur: Erwe:
Differential- und Integralrechnung, Band II).

Da g; 2m-periodisch in z ist, ist auch N, f 2m-periodisch, d.h. N, f € Cs,. N, ist also
eine lineare Abbildung von Cy, in sich. N, ist auch beschréankt, denn:

I 1 [T
[N flen. < ﬁ/w [Uifleandt < o | [Ball fldt = [l f]

—Tr



98 5 DIE SATZE VON HARSILADSE-LOZINSKI

Es gilt also N,, € [Co,] mit |N,| < |P,|. Nach Lemma 3 geniigt es zu zeigen, dafl
N,g = S,g fiir alle g aus einer Fundamentalmenge G C Cs,. Wéhle als Fundamen-
talmenge (ex)rez. Nach Lemma 4.2 gilt fiir |k| < n:

(Npeg)(x) = L /W(Utek)(x)dt L[ ex(z)dt = ex(x),

2T T o ,ﬂ

und fiir |k| > n:

(Nue)@) = o [ We@t =5 [ e-0 Y ces0e @

,W 27 ) . :
j=—n
= i cjei(x) L ex(—t)e;(t)dt =0
. 1\ o | j
J=n [\ 4
=0, da j#k
. . o €k, |k:| S n
Wir haben also: N,e;, = { 0, [k|>n"
~ N . .. ] . . €k, |/{:|§n
Wegen ey, (j) = 0k, gilt fiir die S, Spe, = { 0. |kl >n

Bemerkung 1 Die Darstellung aus Satz 1 gilt auch fiir die L5 _-Rédume; allerdings
mufl man dann das Integral als sogenanntes Bochner-Integral interpretieren.

Satz 2 (Harsiladse-Lozinski, 1948)

1. Sei n € Ny und P, ein beschriankter linearer Projektor von Cy, in II,,. Dann
gilt
[Snliczn) < 1Pnl(con

wobei S, der Fourier-Teilsummenoperator ist.
2. Ist (P,)nen, eine Folge beschriankter linearer Projektoren von Cy, auf I1,,, dann
gilt

lim sup | P icy,) = oo.

Beweis: Nach Satz 1 gilt

1 s
|Snf1 < g/ [ fldt < [P £,

womit Teil 1) bewiesen ist. Teil 2) folgt wegen limsup ||S,| = oo (Kapitel 2). m

Bemerkung 2 S, ist also eine Projektion minimaler Norm (von Csy, auf II,). Man
kann zeigen, dafl S,, die einzige minimale Projektion von C5, auf I, ist, d.h. in Satz
2 gilt Gleichheit nur dann, wenn P, =S, (1968).
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Lemma 5
Seien X,Y NLR, Z C X dicht in X, T € [X,Y], dann gilt:

ITlxyy = sup [Tyl
9€Z l9lx <1
Beweis: Zunichst gilt nach Ubung 4, Aufgabe 4: () |T| = sup |Tf|. Damit gilt

fex,|ri<t

sup |Tg| < sup |Tf]|=|T]|
9€Z,)gl x<1 Fex|flx<1

Fiir die Umkehrung koénnen wir |7 # 0 annehmen (sonst alles klar). Zeige jetzt:
Ve >03dg€ Z: |g| <1lund |Tg| > |T| —e. Sei dann f € X mit |f| < 1 und
ITf] > IT| —¢e/2 (f existiert wegen (x)). Wihle jetzt g € Z mit

3

If =gl < min{o=, 1 —[/]}
2|7 —

(g existiert, da Z dicht in X.) Fiir g gilt:

lgl <1f =gl + /I <=1+ 171 =1

und

3 9 3
I7=5 <1TA < 1T(f = 9)I+Tgl < |TIf - gl+ITgl < IITIIMHITQII =5 +ITyl

also |Tg| > |T| —¢. =
Satz 3

1. Sei n € Ny und P, ein beschriankter linearer Projektor von Xy, (!) auf II,,
dann gilt

1Sl x2m) < 1Pl (320

2. Ist (P,)22, eine Folge beschrinkter linearer Projektoren von Cy, oder L auf
I1,,, dann gilt

lim sup | P, | ic,,) = 00 bzw. limsup [P = oo.

n—oo n—0o0

Beweis:

1. Aus der Darstellung von Uer in Lemma 4.1 folgt wie im Beweis von Satz 1
zunichst (S,ep)(z) = 5= [T (Useg)(x)dt und dann auch

(Sh)(x) = 5 / (U @)dt

—Tr
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mit h € span{e; k € Z}. Man beachte, da8 (U;h)(z) als Funktion der beiden
Variablen x,t € R stetig ist, d.h. das Integral existiert.
Mit Lemma 5 folgt nun

1 iy
10l ix20) = sup [ Sph| <sup — [ |Uih]x,.dt
hespan {e;},|h|<1 ho2m ),

< sup [Pl ixan 1P ix2n) < 1Pl ix20)
Jhl<1 HT—’
<

2. mit Lemma 4, Kapitel 2. g

Bemerkung 3 Fiir X5, = C5; haben wir hier einen weiteren Beweis von Satz 2, der
die Berman-Marcinkiewicz-Identitat aus Satz 1 nur fiir h € span {e;} benutzt und
nicht fiir alle f € Cs,;.

Folgerung 1

Fiir jedes n € Ny sei P, ein beschriankter linearer Projektor von Cy, auf II,,, dann
ist (P,)°, kein linearer Approximationsproze auf Cs,, und es existiert ein g € Ca,
mit limsup | P.g — ¢ c,, = oo.

Eine entsprechende Aussage gilt in L3 _.

Beweis: Satz 2,3, Banach-Steinhaus. Vgl. Beweis zu Satz 3, Kapitel 2.

Bemerkung 4 Folgerung 1 gilt nicht in L3 _, da hier die (.S,) einen linearen Appro-

ximationsprozef bilden (ebenfalls in L5 |1 < p < 00).

Zur Erinnerung: Seien X, Y NLRund 7: X — Y.
1. T heilt stetig in fo € X, falls
Ve > 030 =0(fo,e): |Tf—Thly <eVfeXmit|f— folx <6
T heifit stetig auf X, falls T in allen f, € X stetig ist.

2. T heiBt beschrankt (auf X), falls eine Konstante M > 0 existiert mit

ITfly < M|flx (f € X)

Fiir lineare Operatoren gilt: stetig <= beschriankt (vgl. Definition 2, Kapitel
2).

Folgerung 2
Sei (Up)5e, eine Folge stetiger Operatoren von Cy, in sich, dann kénnen die U,
hochstens drei der folgenden vier Eigenschaften besitzen:

1. U, ist linear fir alle n € Ny
2. U, bildet Cy, auf II,, ab fiir alle n € N
3. U, ist idempotent, d.h. U, (U, f) = U, f fir alle f € Cyr,n € Ny
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4. Fiir jedes f € Cy gilt: lim |U,f — f|c,, = 0, d.h. (U,,) ist ein Approximati-
onsprozef3.

Eine entsprechende Aussage gilt in Ll .

Beweis: Angenommen, (U,) erfiillt 1),2),3). Dann folgt, dafl (U,,) eine Folge be-
schrankter linearer Operatoren von Cy, auf 11, ist. Beachte: stetig <= beschréinkt
fiir lineare Operatoren. Wegen 2) und 3) sind die U, lineare Projektoren auf II,.
Nach Folgerung 1 kann 4) nicht gelten. u

Folgerung 3
Folgerung 2 gilt auch, wenn man ,stetig durch , beschrankt® ersetzt.
Beweis: wie oben.

Bemerkung 5 Folgerungen 1,2,3 gelten auch, wenn man Folgen (P,;) oder (Uy,)
betrachtet, wobei (n;) eine streng monoton wachsende Folge in Ny ist. Der Beweis
dndert sich nicht, da alle auf der Ungleichung |S,| < |P,.| beruhen.

Bemerkung 6 In L2_ existieren stetige Operatoren, die alle vier Bedingungen erfiillen,

z.B. S,.

In der folgenden Tabelle sind einige Operatoren und ihre Eigenschaften zusammen-
gestellt:

Operator linear | auf II,, | idempotent | Approx.-Prozefl
Sy, (Teilsumme der FR) + + + -
A, (trig. Lagrange-Interpol.) + + + -
o, (Fejér-Mittel) + + - +
Vinin (de Vallée-Poussin, Ub. 3) + + - +
A" (Integralmittel, Ub. 5) + - - +
P, (Abel-Poisson, Ub. 5) + - - +
En (beste Approx., Approx. II) - + + +

5.2 Der Satz von Harsiladse-Lozinski in C[—1, 1]

Definition 3
Fir f € C[—1,1] und ¢t € [—1,1] ist der Tschebyscheff-Translationsoperator T, defi-
niert durch

(e f)(x) := %{f(ﬁJr V(I =221 - )+ flat — /(1 -2?)(1 - )}, we[-1]]

Beachte: fiir z,¢ € [—1,1] ist |zt £ /(1 — 22)(1 — 2)| < 1. Setzt man nimlich = =
cos @, t = cos @ fiir geeignete 0 < ¢, 0 < 7w, dann gilt

(%) at+ /(1 —22)(1 —t2) = cospcosf & 1/sin® psin® 0

= cospcosf tsinpsinf = cos(d £ ) € [-1,1]
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Lemma 6
Fiir t € [—1, 1] ist der Operator 7; aus Definition 3 ein beschriankter linearer Operator

von C[—1, 1] in sich mit
L |7y =1
2. (,Cy)(x) = Cr(t)Cr(x)

3. lim |7 f = flefay =0 (f €Cl=1,1])

Beweis:

1. Fir jedes feste t € [—1,1] ist (7, f)(x) als Funktion von « € [—1, 1] wohldefiniert
und stetig auf [—1,1]. Somit ist 7 f € C[—1,1] und 7 : C[-1,1] — C[-1,1]. &
ist linear und beschrénkt:

I7efle < %(Hfﬂc +1fle) =1fle (f € C[=1,1])

Fiir ¢g = 1 folgt 7yeq = €g, und somit folgt || > |reo] = |eo] = 1.

2. Setzt man wieder = cos p,t = cos mit 0 < ¢, 6 < 7, dann folgt mit ()

(1:Cr) () = (Teos0Cl) (cos )

= %{ cos(k arccos(cos (60 — ¢))) + cos(k arccos(cos(f + ¢)))}
——
€l—m,m]

_ %{ cos(k - (0 —p)) +cos(k- (04 ¢))}

= cos kO cos ky = cos(k arccos z) cos(k arccos t)

= Ck(x)Ck(t)
Durch Multiplikation mit dem Faktor ﬁ bzw. \/% erhélt man die Behauptung.

3. Es geniigt, die Behauptung fir f = _5k,k € Ny zu zeigen, da das System
(Ck)ren, fundamental in C[—1,1] ist (Ubung 6, Aufgabe 1). Rest mit Banach-
Steinhaus wegen 1). Fiir die Cj, gilt nach 2):

[7:Ck — Cile = 1Cu(#)Ci(-) = Ci(-)] = |Ca(t) = 1] Gl

—0,t—1—
(Ck(t) = cos(karccost) —» 1,t - 1—) n

Lemma 7
Sein € Ny, t € [—1, 1], P, ein beschrinkter, linearer Projektor von C[—1, 1] auf P,, C
C[—1,1]und V; := 1, P,7; (beide Indizes +t) mit dem Tschebyscheff-Translationsoperator

Tt.
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1. Es gilt V; € [C[—1,1]] mit |Vi| < |Py|, und

CE(t)Cy, 0<k<n
Ck(t) Z CjCj(t)éj k>n
=0

J

‘/ték:{

mit gewissen ¢; € C.

2. Fir f € C[-1,1] ist hy : [-1,1] x [-1,1] — C, definiert durch hs(t,z) :=
(Vif)(x), stetig auf [—1,1]%

Beweis: wie Lemma 4. Benutze 7,0y () = C(t)Cr(2). m
Satz 4

Sei n € Ny und P, ein beschrinkter linearer Projektor von C[—1, 1] auf P,, dann
gilt

(x) A.f(x)= %/I(TtPnth)(x) 11_ tht—ao(f)éo(:E) (feCl-1,1],z € [-1,1])

wobei A,, der Teilsummenoperator der Fourier-Tschebyscheff-Reihe ist und ao(f) der
0-te Fourier-Tschebyscheff-Koeffizient von f.

Beweis: Sei N, f die rechte Seite in (x). Das Integral existiert wegen der Stetigkeit
von hy. Die Stetigkeit von NV, f kann nicht wie im Beweis von Satz 1 gefolgert werden,
da der Integrand nicht stetig auf [—1,1]? ist. Wegen

1 1
<|P,
Tl < 1P

gilt mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz

(TP f) (2 +€) € L'(-1,1)

1

— tht—éii%ao(f)éo(:chg) — N, f(z)

. 2
lim (N, /) o) = = [

» ?f(l](ﬁpnﬁf)(fﬁrf)

D.h. N, f € C[—1,1]. N, ist also ein linearer Operator von C[—1, 1] in sich. Weiter
ist

2 rt 1 ~
N, <=z P S
Nfle <2 [ 1Pl osit+ o DIG)

du

< | Pl f] e

(u) -

2/171 dt+|1 Wf =
n 71\/1_152 \/7_T -7 \/7_T
N e’

< @lPl + D)7
Die N,, sind also beschréankte lineare Operatoren von C[—1,1] in sich mit
[ Nall < 2 Pa] + 1.
Zu zeigen bleibt: Nnék = Anék, k € Ny. Das folgt aus Lemma 7. Beachte: ao(ék) =

5k0- |

Satz 5
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1. Sei n € Ny und P, ein beschriankter linearer Projektor von C[—1, 1] auf P,,
dann gilt

1 1
2 2

2. Ist (P,) eine Folge beschrinkter linearer Projektoren von C[—1, 1] auf P,,, dann
gilt
limsup | P,| = oo.
Beweis: In Satz 4 haben wir gezeigt, da N,, = A, und |N,| < 2|P,| +1 = 1). 2)
folgt aus Lemma 6, Kapitel 4. g

Bemerkung 7 Satz 5 gilt auch fiir C|a, b]. Beweis mit Variablentransformation.
Bemerkung 8 Mit diesen Methoden kann man nicht den Raum L'(—1,1) behan-
deln, sondern nur L} (—1,1) mit w(z) = V1 — 22 ' Der L'(—1,1)-Fall wurd 1986
(Gorlich-Merkett) bewiesen.

Bemerkung 9 Im trigonometrischen Fall gezeigt: |S,| < | P,[. Hier nur 3| A, | —
| P.|l. Projektion minimaler Norm?

1
5=

Folgerung 4
Fiir jedes n € Ny sei P, ein beschriankter linearer Projektor von C[—1,1] auf P,
dann ist (P,)3° kein linearer Approximationsprozef auf C[—1,1], und es gibt ein
g € C[—1,1] mit

limsup | P,g — g = oo

Beweis: Satz 5, Banach-Steinhaus und UBP. g

Satz 6 (Faber-Bernstein, 1914)
Sei A eine Stiitzstellenmatrix fiir [a,b], und seien L2 die zugehorigen Lagrange-
Operatoren, dann existiert ein f € Cl[a, b] mit

limsup |L5 f — flegy = oo

Beweis: Die L2 sind beschriinkte lineare Projektoren von Cfa,b] auf P,. Rest mit
Folgerung 4. g

Satz 7 (Nikolaev, 1948)

Sei w : [—1,1] — [0,00) integrierbar und w > 0 f.i. (Gewichtsfunktion), und sei
(pr)ren, das zugehorige ONS aus algebraischen Polynomen geméfl Satz 2, Kapitel 4.
Sind ®,, die Teilsummenoperatoren, dann bilden diese keinen Approximationsprozef3
auf C[—1 — 1]. Insbesondere existiert ein f € C[—1, 1] mit

limsup |, f — flof-1,1 = 0.

Beweis: Zeige, daf die ®,, beschrinkte lineare Projektoren von C[—1,1] auf P, sind.
Der Rest ist Folgerung 4.
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®, : C[—1,1] — P, linear. Seien jetzt ¢;(f f f(u)g;(w)w(u)du, dann gilt

(Nl < IIchHsojl\c/lw(u)duz [ 151wl

= [®uf] <Z|C] el < 171wl ZH%H2

<o

= ®,, ist beschréinkt.
Zeige noch ®,,p, = p, fir alle p,, € P,. Nach Folgerung 6, Kapitel 4, hat jedes p,, die
Darstellung

n

Pn = Z(pn790])90] = q)npn [ |
=0

Folgerung 5
Sei (U,) eine Folge stetiger oder beschrankter Operatoren von Cfa, b] in sich (b—a <
00). Dann kénnen die U,, hochstens drei der folgenden vier Eigenschaften haben:

1. U, linear fiir alle n

2. U, bildet C[a,b] auf P, ab fir alle n

3. U, ist idempotent fiir alle n

4. nh_)ngo |U.f — f|| = 0 fiir alle f € Cla, b]
Beweis: wie Folgerung 2/3

Bemerkung 10 Folgerungen 4, 5 gelten auch fiir Teilfolgen (F,;) oder (Uy,,). (vgl.
Bemerkung 6)

Operator linear | auf P, | idempotent | Approx.-Prozef3
L% (Lagrange) + + +

A,, (Tschebyscheff-Teilsumme) + + + -

®,, (Satz 7) + + + -
Bernstein + + - +

M,, (Bernstein-Diirrmeyer) + + - +

Jons1 (Fejér-Hermite) + —*) + +

En (beste Approx., Approx. II) - + + +

*) nicht auf Papi1. Es gilt (Jopi1f) (Tkn) = 0. Es gibt aber sicher Polynome ps,, 1 €
Paopy1 mit p/2n+1 (Ekn) # 0.
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Approximation

durch Polynome, 25

durch Splines, 30
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13
Approximationsproblem, 3, 5, 10, 14,
26, 27, 42

Approximationsprozefl

linear, 5
approximierende Identitat, 17
arccos, 61

B-Spline, 37

normalisiert, 37
Baire-Kategoriensatz, 49
Banach-Raum, 4
Banach-Steinhaus

Satz von, 49
Berman-Marcinkiewicz-Identitét, 97
Bernstein

Satz von, 9

Satz von Faber und Bernstein, 68

Satz von Faber-Bernstein, 104
Bernstein-Operator, 6
Bernstein-Polynom, 6
beschrankt, 44, 100

Operator, 45
Bessel-Ungleichung, 82
Bochner-Integral, 98
Bohman-Korovkin
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Satz von, 7
Satz von, in Cy,, 10

Cauchy-Folge, 4
Cauchy-Integralformel, 27
Cauchy-Schwarz-Ungleichung, 81
Cesaro-Mittel, 11

convolution, 14

D,, D,, 27

Darstellungssatz von M. Riesz, 57
de la Vallée-Poussin-Mittel, 52
delayed means, 52
diagonaldominant, streng, 78
dicht, 44

Dirichlet-Kern, 52, 56, 93
dividierte Differenz, 36
Dreiecksungleichung, 4
DuBois-Reymond, Satz von, 56

Eindeutigkeitssatz, 22

Erster Integralsatz, 75

erstes arithmetisches Mittel, 11
erweiterte Zerlegung, 41
essential supremum, 14

esssup, 14
Euler-Mascheroni-Konstante, 67

fi., 13
Faber
Satz von Faber und Bernstein, 68
Faber, Satz von, 60
Faber-Bernstein, Satz von, 104
Faltung, 14
Faltungsintegral, 16
periodisch, 11, 16
Faltungsintegral
singular, 16
Faltungssatz, 22
fast iiberall, 13
Fejér
Satz von, 13
Fejér-Hermite-Operator, 72
Fejér-Hermite-Polynom, 72
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Fourier-Koeffizienten, 86, 87
komplex, 13

Fourier-Reihe, 21, 86

Fourier-Reihen, 11

Fourier-Tschebyscheff-Koeffizienten, 92

Fourier-Tschebyscheff-Reihe, 92

fundamental, 45

Funktionalanalysis, 3, 44

Gebiet, 27

Gegenbaum-Polynome, 85
Gewichtsfunktion, 81

gleichméfBig stetig, 45

gleitender Hocker, 49

Grad, 5
Gram-Schmidt-Orthogonalisierung, 83
Grenzwert, 4

Harsiladse-Lozinski, Satz von, 98
Hauptwert (arccos), 61, 93
Hermite-Birkhoff-Interpolation, 73
Hermite-Fundamentalpolynom, 69
Hermite-Interpolation, 69
Hermite-Interpolationspolynom, 71
Hermite-Polynome, 86
Hilbert-Raum, 80

holomorph, 27

idempotent, 95
Idempotenz, 72
inner product space, 79
inneres Produkt, 80
Integralformel von Cauchy, 27
Integralsatz

Erster, 75
Interpolation, 3

durch Splines, 74
interpolierende kubische Splines, 36
isometrisch, 90

Jacobi-Polynome, orthonormiert, 85

K., 27
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Kantorovic-Polynome, 51
Kern, 11, 16
positiv, 18
Knotenpolynome, 59
komplexe Fourier-Koeffizienten, 13
konvergent, 4
Kronecker-Symbol, 11
Kriimmung einer Kurve, 35
kubische Splines, 78
interpolierend, 36

Kurve
geschlossen, 27
Jordan-, 27

positiv orientiert, 27
rektifizierbar, 27

LP[a,b], 25
Lagrange-Fundamentalpolynome, 58
Lagrange-Interpolation, 57
Lagrange-Interpolationspolynom, 57
Lagrange-Interpolationsoperator, 58
Lagrange-Operator, 58
Laguerre-Polynome, 92
verallgemeinert, normiert, 85
Lebesgue-Konstanten, 56
Legendre-Polynome, 85
Leibnizregel, 36
Lemma von Riemann-Lebesgue, 22
linear, 5
linearer Approximationsproze8, 5
Luttmann-Rivlin, Satz von, 67

Marcinkievicz, Satz von, 69
Mardsen-Identitét, 39
Maximumsnorm, 4

Mehrdimensionale Lagrange-Interpolation,

73

Mergelyan

Satz von, 29
Methode der finiten Elemente, 3
Methode des gleitenden Hockers, 49
Minimaleigenschaft der Teilsummen, 87
Minkowski-Ungleichung

verallgemeinert, 15
Monom, 45

Neville
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Nikolaev, Satz von, 104
NLR, 4
Norm, 3
normalisierter B-Spline, 37
normierter linearer Raum, 4
numerische Quadratur, 2

offene Kugel, 44

OGS, 82

ONS, 82

Operator, 5

orthogonal, 61, 81
Orthogonalmenge, 82
Orthogonalreihe, 86
Orthogonalsystem, 82
Orthonormalmenge, 82
Orthonormalsystem, 82
orthonormiert, 82
orthonormierte Jaboci-Polynome, 85
Orthonormiertheit, 11
osculatory interpolation, 69

PE 27
Parallelogramm-Identitét, 80
Parseval-Gleichung, 89
Partialsumme
symmetrisch, 21
partition of unity, 40
periodisch
27-, 4
periodisches Faltungsintegral, 11
piecewise polynomials, 30
Polynom, 5, 27
trigonometrisch, 10
Polynom
stiickweise, 30
polynomial, 6
polynomial vom Grad n, 6
polynomialer Operator, 10
positiv, 6
positiver Kern, 18
positiver Operator, 10
Pra-Hilbert-Raum, 79
Projektionseigenschaft, 56
Projektionsoperator, 56, 93
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Projektor, 95

rektifizierbar, 27
Riemann-Lebesgue
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fiir Xor, 20
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Schwarz-Ungleichung, 80
Cauchy-Schwarz-Ungleichung, 81
singuléres Integral
von Abel-Poisson, 25
Skalarprodukt, 80
Sobolev-Raum, 23

span, 45

Spline, 35
B-Spline, 37
kubisch, 78

Spline

vollsténdig interpolierend, 75
Splines, 30



INDEX

Interpolation durch, 74
Steinhaus

Satz von Banach-Steinhaus, 49
stetig, 45, 100
Stetigkeitsmodul, 44
streng diagonaldominant, 78
stiickweise Polynome, 30
Stiitzstelle, 57
Stiitzstellen, dquidistant, 68
Supremumsnorm, 4, 25
symmetrische Partialsumme, 21

Teilsumme der Fourier-Reihe, 86
Teilsummen

Minimaleigenschaft, 87
Teilsummenoperator, 86
total, 82
translationsinvariant, 14
Translationsoperator, 95
trigonometrisches Polynom, 10
Tschebyscheff-Norm, 4
Tschebyscheff-Polynom, 60
Tschebyscheff-Polynome erster Art, 85
Tschebyscheff-Polynome zweiter Art, 85
Tschebyscheff-Translationsoperator, 101

UBP, 46
ultrasphérische Polynome, 85
Uniform Boundedness Principle, 46

verallgemeinerte Minkowski-Ungleichung,
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vollsténdig, 4
vollstandig interpolierender Spline, 75
vollstandiges ONS, 82
1z (Sobolev-Raum), 23

Walsh

Satz von, 29
Weierstrafl

Satz von, 9
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Satz, in Xo., 20
wesentlich beschréankt, 13
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wes sup, 14
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Zeilensummennorm, 78
Zerlegung, 30
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